¥ Componenti del momento angolare
In generale L = L. + L, dove z & la direzione di &.

Supponiamo che & sia costante:

&l

L = mi X § = m# X <£5><R)

— —

7 individua m rispetto a O e R = 7,
e il raggio della circonferenza su cui si
muove m.
La legge del moto rotatorio
dL d B
F=—"=m_(7x(@xR))
dt dt
=mF X (& X 0) =& X L
la variazione di L, cioé dL, & un vettore
ortogonale a & e al L: il modulo di L non
cambia e il momento delle forze esterne
determina la variazione della direzione di

L.



Esempio: corpo rigido simmetrico rispetto all’asse di rotazione, come un
manubrio perpendicolare all’asse z e le due masse disposte simmetrica-
mente rispetto all’asse e in un piano perpendicolare all’asse che ruotano

con velocita angolare w

—

L =1, + 1, & parallelo al’asse z: L, = 2mR2w (R = |Ffi.| = |Ff2.]) €



Diverso e il caso di un corpo rigido asimmetrico come un manubrio che sta
In un piano inclinato rispetto all’asse di rotazione

AZ
;
N

y

O

—_

L non & || & e ruota attorno
all’asse z

L. = 2mr?sin? w

25in 0 cos Ow

L, =2mr
E:IzQ+EJ_

il momento delle forze

che i sostegni esercitano
sull’albero € non nullo
dL -

Y Ft=—=&x1L
Z. dt



% Nel caso piu semplice in cui L || & si ha

dL  _ da
—=I.—=La = ) 7" =1ILa
dt dt

—

* Nel caso generale L non e parallelo a @ ma si ha sempre che L, =1,w e
per la componente z di L si ha ancora

dL. dw
=1,—=ILo = 7% = I«
i .

dt - 1z

Nota: abbiamo implicitamente supposto che il polo O fosse fissO e coin-
cidesse con l'origine del sistema di riferimento: il polo O rispetto a cui si
calcola il momento angolare e il momento delle forze puo anche essere in
moto. Dal legame tra i due sistemi di riferimento si trova
dL
_ — — —exrt
quindi le formule usate valgono anche quando O & in moto ma con velocita
parallela a quella del CM (o coincide con il CM, che pu0o essere in moto).



Momento Angolare e matrice di inerzia

% ASsSsi principali di inerzia
Per una rotazione attorno all’asse z con velocita angolare & = wk vale la
relazione

L, =1,w

ma non vale la relazione vettoriale L # I.0.

Gli assi di rotazione per i quali il momento angolare e parallelo all’asse
di rotazione di dicono assi principali di inerzia. Quando il solido ha una
simmetria, questi coincidono con dgli assi di simmetria: ad es. per una
sbarra cilindrica gli assi principali sono dati dallasse di simmetria del cilindro
e due assi qualunque ortogonali a questo.

Mostriamo che il momento angolare e la velocita angolare non sono iIin
genere paralleli. Sia @ il vettore che individua I’asse di rotazione del solido
in dun dato sistema di riferimento Oxyz.

Calcoliamo il momento angolare rispetto a O come somma dei momenti
angolari dei singoli dm in cui scomponiamo il solido: se dm e individuato
dal vettore 7 la sua velocita &€ @ X 7 e il suo contributo al momento angolare
e dL = 7 X dmv
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. asse di rotazione r=xzityj+zk
> W = Wyt + wyj + w;k T=wXT
dm = pdV
PN EO:/(F’xﬁ’)dmzf(F’x(GJ’X'F’))pdV
o
_ /(r2£5— (@ - 7) 7) pdV
z
da dove si trovano le componenti del
% momento angolare.
Notiamo che L dipende linearmente da
> Y @ , cioe
O

=

LOm = I pw, + Iwywy + I,.w, con

L. = /(y2 + Zz)pdva Iwy — —/wypdV, I,.—= _/wzpdv

Per le altre componenti di L si hanno relazioni analoghe. La relazione tra
L e & e data da un’unica formula usando le matrici:
si mettono le componenti dei vettori L e & in matrici colonne e le 9
componenti di I in una matrice 3 X 3

Lo, Ioo Iy 1.\ [wa

Loy | = |1ya Iyy 1y- Wy

Lo I., I., I..) \w:



la matrice I & detta matrice d’inerzia (o tensore d’inerzia).
Per semplificare si puo sempre prendere lI'asse di rotazione come asse z,
quindi & = wk e si ha

Lo, = xzW o LOy = Ly, Lo, =1, ,w=1Iuw

I'ultima eq. da la componente di L lungo l'asse di rotazione.

In generale I, e I,., sono non nulli e L non & parallelo a @.

L’asse z € un asse principale d’inerzia se I,, = I,, = 0 e in questo caso
L a.

Conclusione: gli assi principali di inerzia sono le uniche direzioni possibili
di & per le quali & e L sono paralleli.

Se le forze applicate al corpo rigido sono tali da avere momento nullo
(rispetto a O) allora L e costante nel tempo. Lo stesso non succede per &
ma se w e diretta lungo un asse principale allora la sua direzione coincide
con quella di L e rimane costante nel tempo. Questo fatto importante
per comprendere certe caratteristiche non proprio intuitive nel moto di un

Corpo rigido.



Esercizio: Calcolare i momenti di inerzia principali riferito al sistema del
centro di massa per un cilindro omogeneo di massa M, altezza h e raggio
di base R.

L’elemento di volume del cilindro & dV = dzdr rdf, dove r = \/x? + y? indica
la distanza di dV dall’asse z

I /( > 4 ) pdV M /’; p /R dr (@ +47) /%de M hR42 M R?
zz — L = z rar\x = mwT =
v wR2h - 0 Y 0 wR2h 4 2

per il calcolo di I, el,, sfruttiamo il fatto che per simmetria sono uguali
(dV & simmetrico nello scambio = < y):

Lo = [+ 29pdV = I, = [ (@® + 2*)paV

quindi
2 2 2 2 MR2 Mh,2
ZIa;mI/(m + y° 4+ 22%)pdV = zz—|—2/z pdV = > + -
da cui
7 _MR2_|_Mh2
rr — yy — 4 12

si verifica facilmente che gli elementi non diagonali della matrice di inerzia
sono nulli, quindi gli assi usati sono assi di simmetria.




Equilibrio statico di un corpo rigido

= per un punto materiale:

— per un corpo rigido in quiete:

equilibrio

Y F=0
Zﬁewtzo

:>a:cm:O

Z?ewt:()
= a =

traslazionale rotazionale

La condizione di equilibrio rotazionale non dipende dal polo O

>

N
__ —ext — —ext __ —ext
1=1
se si ha equilibrio traslazionale
N Hext __
Zl:l Fz =0
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Esempio: un asta su due supporti privi di attrito
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Esempio: scala in equilibrio

A/ no attrito R— f, = N—mg=0
R

met = (I = la lunghezza della scala)

. T L.
— RI 5111(5 +0) + mg, sin(m —0) =0

A

m
mg R:fSZTQtanﬂ

0 ) ] e )
1 la scala rimane in equilibrio se I’'angolo 6 soddisfa alla

< > condizione
attrito J

=

m
fs:%tanegusN:usmg = tan0 < 2p,
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¥ Urti tra particelle e corpi rigidi

Zfz% = dL =) Tdt

la variazione del momento angolare nell’intervallo At =ty — t;

L; . tf
AL :/ dL :/ Y Fdt = impulso angolare del momento 7
L, t;

Esempio: una sbarra libera di ruotare nel piano verticale attorno al suo
centro O

—

Fi mp

AL =7X J
c’eé un’altra forza impulsiva che e la forza di reazione
vincolare ma il suo momento calcolato rispetto a O

(punto di applicazione) €& nullo. Altre forze esterne
* non impulsive hanno un momento trascurabile.

12



- 13;01: Sl conserva se agiscono solo F‘mt O se le forze esterne non sono
impulsive;

—> se esiste un vincolo per un punto del corpo rigido 15;50,5 non Ssi conserva
perche ci sono forze impulsive applicate in punti diversi;

- L,,; Si conserva se agiscono solo F;,; indipendentemente dal polo O

- se il momento delle forze esterne rispetto a un punto O & nullo (con O

fisso) L;, rispetto a O si conserva.
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