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« Cenni di modellistica (circuiti elettrici e sistemi
meccanici)

* L’'equazione differenziale lineare a coefficienti
costanti quale modello di un sistema dinamico
scalare
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Cenni di Modellistica

Modellistica = costruzione dei modelli matematici dei sistemi

Modellistica:
1. a partire da leggi fondamentali © (=)

© 2. a partire da dati sperimentali (identificazione)

Scegliendo 1l primo approccio riportiamo qualche cenno su
circuiti elettrici e sistemi meccanici.
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Metodo più preciso, permette di conoscere meglio il modello

Mc128k
In MATLAB si chiama system identification toolbox

Mc128k
Si possono utilizzare entrambi i metodi costruendo un modello e ricavando i parametri in maniera sperimentale


e Circuiti elettrici

« R :
—> 0 AMAA—0  Resistenza: Vp = Ri
R
v, di :
h ~~~__o Induttanza: V=L =LDi
— > O dt
L
D = operatore derivata
PR
| | f .
—» O o 1 l
' i i ve=2-Llinar =>pv.=L
. Capacita: Ve =575 _[o( ) cT G
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* Esempio: circuito RLC
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V.=V, +V, +V, 5

t

- Tvu v.(t) = LDi(t)+ Ri(?) +% ji(f)df

—00

Costruzione del m.m. del circuito RLC orientato da v; (ingresso) ad 1

(uscita):

V.
I—>

RLC

.

=
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Mc128k
Si identifica un orientamento del sistema, quindi si fissano dei parametri in entrata e in uscita

Mc128k
Conviene arrivare ad un modello in cui si hanno caratteristiche standard, portandosi in caratteristiche tutte differenziali e non integro-differenziali. Facendo la derivata si ottiene una equazione differenziale


Eq. differenziale lineare a coefficienti costanti:

1
LD2i+RDi+Ei = Dv,

Rappresentabile anche come: i
(LDz +RD + E)i = D,

Costruzione del m.m. del circuito RLC orientato da v, (ingresso) ad
v, (uscita): Dy =t iz cpy
u C u

v, =LD(CDv,)+ R(CDv )+v,

Vu
Vi_» RLC - LCDzvu +RCDv, +v, =v,

(LCD? + RCD +1)y, =v,
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e Sistemi meccanici

leggi del moto unidimensionale per “component1’” meccanici

f1 . ; = =
| Y [ T Massa: MD’x(t)=£,(t)- £, (?)

| >
X
®)
K

e AAAA—e— < Molla: f(®)=K(x0)~x,(0)

| |

| > l , | Relazione valida nell’ipotesi che la distanza

© X1 = © X |frale origini degli assi X, € X, sia pari alla

~— > lunghezza della molla non caricata.
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Mc128k
Accelerazione = derivata seconda posizione nel tempo

Mc128k
Somma delle forze agenti

Mc128k
Estremità portate su sistemi di riferimento

Mc128k
Nota
Forza esercitata SULLA molla, non da essa

Mc128k

Mc128k


: ¢ Ammortizzatore:
> . I ® <
, | S =B (0)-v,()
I > | > f(t)ZBD(xl(t)_xz(t))
X4 X2

Legge che descrive un fenomeno di
attrito viscoso: forza proporzionale alla
velocita relativa ...

Air Chamber
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Mc128k
Più è veloce più esercita forza per fermare il moto


» Esempio: sistema meccanico vibrante

(quando 1l sistema € a riposo abbiamo x=0)

f

—>

>

—!

RIPOSO

X
0

=

mD*x(t) = —kx(t) = bDx(t) + £ (1) ©

=)
f /
IR >
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equazione del sistema orientatato da f ad x:
mD*x(t) +bDx(t) + kx(t) = f(¢)
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Se x diventa >0 la molla è estesa e tenta di riportare indietro il corpo

Mc128k
Somma di contributi

Mc128k

Mc128k

Mc128k

Mc128k

Mc128k

Mc128k

Mc128k
Questa equazione è perchè vogliamo uscire con x(t), tutto dipende dalla esigenza, vedi esempio successivo


Equazione diff. del sistema orientato da f (forza
applicata) a Dx (velocita della massa):

mD’x +bD’x + kDx = Df

v i=Dx
2 “ A
mD*y +bDy + ky = Df I N
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Stiamo tenendo la parte sviluppata qui per descrivere successivamente la funzione di trasferimento


« Circuiti elettrici con amplificatori operazionali

Esempio:

W
r_@—_"‘l Rz C
N o— AN —] - y “ y
R

¢ |.B o —
— +

a

u ¢ la tensione in ingresso (variabile manipolabile o indipendente)

y ¢ la tensione 1n uscita (variabile dipendente)

Si puo dedurre

RCDy+y=—-R,CDu—-u =
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Variabile di uscita sempre gestita da operatore differenziale a coeff costanti

Mc128k

Mc128k

Mc128k
L'amplificatore operazionale è un amplificatore differenziale fornito di un'uscita e due ingressi che amplifica la differenza di potenziale tra i due ingressi. Un ingresso è detto invertente ed è indicato con il simbolo -, l'altro è detto non invertente ed è indicato con il simbolo +

Mc128k

Mc128k
Filtro frequenze


Equazioni differenziali lineari

* Sistemi scalari rappresentati da eq. differenziali linear1 a coefficienti
costanti

IR B S

aD"y+a_D"'y+..+aDy+a,y=b D"u+...bDu+byu
Y aD'y=> bD'u O
i=0 =0

E un modello matematico formale del sistema dinamico (orientato) X, y = variabile
d’uscita, u = variabile d’ingresso; a, #0, b, # 0.

n = ordine dell’eq. diff., per estensione ordine di X, n > m;

p :=n—m ordine relativo o grado relativo di 2. &)
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Mc128k
Se l'evoluzione avviene ad intervalli discreti di tempo il sistema viene chiamato sistema dinamico discreto ed è definito dall'iterazione di una funzione
Se l'evoluzione è continua e definita da un'equazione differenziale, il sistema viene chiamato sistema dinamico continuo.

Mc128k
In fisica e matematica, in particolare nella teoria dei sistemi dinamici, un sistema dinamico è un modello matematico che rappresenta un oggetto (sistema) con un numero finito di gradi di libertà che evolve nel tempo secondo una legge deterministica.

Mc128k
Quando si ha sistema orientato si vedrà che è ragionevole considerare n≥m

Mc128k
Nota, si hanno equazioni differenziali ad entrambi i membri


e Insieme dei behaviors B di X:

B = {(u(t), ¥(1)): la coppia dei segnali causa-effetto "soddisfa"

I'equazione differenziale ) a,D'y =) bl.D"u}

i=0 i=0

Se u(t) e y(t) sono derivabili tante volte quanto necessario
(u()eC" ey()eC")
"soddisfa" significa: &

Y aD'y(t)=) bD'u(r) VieR
i=0 i=0
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Funzioni continue e derivabili con derivata continua fino ad ordine n

Mc128k
Gli elementi che compongo la eq diff sono ben definiti, quindi per soddisfare devono coincidere istante per istante

Mc128k
In altre parole, può questo sistema, date queste entrate e uscite, comportarsi in questo modo? Questa coppia di azione e reazione è “legale” per la logica del sistema esaminato? Se si, allora i segnali appartengono ai “comportamenti” del sistema


*Proprieta: Il sistema X ¢ lineare.
Dim.
Siano (ui(-),yi(-)) eB, i=1,2. Allora Ve ,,a, € R segue:
(alul(t) +a,u, (), ay (1) + 052)/2(1‘)) eB
Infatti (per semplicita n =1, m = 0):
{ a, Dy, (1) + a,y,(t) = byu, (1)
a,Dy, (1) + a,y,(t) = byu, ()

a,D [0‘1)’1(0] T4, [alyl(t)] = b, [alul(t)]
alD[azyz (t)] T4, [052)72 (t)] = b, [azuz (t)]
sommando le equazioni:

a,D [alyl(t) T, (t)] Td, [alyl(t) T az)’z(t)] = b, [alul(t) T oLU, (t)]
— (0‘1”1(0 +a,u, (1), ay(t)+ azyz(t)) eB

Val,azeR:{
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*Proprieta: Il sistema X ¢ stazionario.

Dim. (u(t),y(t)) eB = (u(t —-1),y(t— T)) eB VI eR
Infatti (ancora per semplicita n =1, m = 0):

d
a, Ey(r) +a,y(t)=bu(r) VrelR

= Vt,T eR: aldiy(t—T)Jraoy(t—T)zbou(t—T)

T
d d dr d
—y(t-T)=— (7 - = t—T
dty( ) dTy( )T:t_T = dTy( )
jaI%y(Z—T)—kaoy(t—T):bou(t—T) Vt,T eR m
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Un problema fondamentale nell’analisi di un sistema X:

Noto il segnale di ingresso u(t)‘[o o)

e le condizioni iniziali y(0), Dy(0),...,D" " y(0)

determinare 1l segnale di uscita y(t)‘[o )

Lez. 2 -2015 Modellistica ed equazioni
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*Esempi: Y definitoda Dy(t)— y(t) = u(r)
1) u(¢)=0,t>0 ¢ y(0)=1 (eq. omogenea)

y(t)=ce', ce R (insieme di tutte le soluzioni)
y0)=1=c=1
Soluzione: y(¢)=¢e',t>0.

2) u(t)=5,t>20 e y(0)=1 (eq. non omogenea)

Individuata una soluzione particolare y (¢)

y(t)=ce' +y (1), ceR ¢ l'insieme di tutte le soluzioni.

y,(t) 7 =y (t)=-5 = y(t)=ce' -5
y0)=1 = c-5=1 = ¢c=6
Soluzione: y(¢) =6e' —5,t > 0.
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*Esempio:

> definito da D’ y(¢£)+3Dy(t) +2y(t) = u(?)

Noto u(z), t =0
¢ le condizioni miziali y(0)=1e Dy(0)=1
trovare y(¢), t=0 ?

Lez. 2 -2015 Modellistica ed equazioni
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Vogliamo ottenere un metodo sistematico per trovare la soluzione con u(t) arbitrario


Emerge la necessita di:

1) disporre di un metodo generale per
determinare il segnale di uscita noto il segnale
di ingresso e le condizioni iniziali;

2) trattare anche il caso di segnali di ingresso e
uscita continui e derivabilli a tratti.

Lez. 2 -2015 Modellistica ed equazioni
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Esempi di segnali u(t) per il controllo attivo:

v

v

Lez. 2 -2015 Modellistica ed equazioni
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Mc128k
Derivata discontinua


La classe de1 segnali con cui lavoreremo ¢

PC” = Insieme delle funzioni a tratti indefinitamente derivabili

( piecewise C”-functions or piecewise smooth functions)

Definizione:
PC” ¢ linsieme di tutte le funzioni f:R—{¢,t,,....t,...} > R

tali che

. feC(R={t,ty,....1,,..})
2. 31 limiti (finiti) lim D' f(¢) e hme(t) i=0,1,. 2

t—t, —
e [ 'insieme {tl,tz, O A } puo avere cardinalita finita, infinita od essere
I'insieme vuoto. Quest'ultimo caso significa che C* (R) < PC”.

e Negli istanti di discontinuita ¢, la funzione / o una sua derivata D’ f

puo essere o non essere definita.
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Mc128k
Le funzioni hanno discontinuità semplici, non presentano “patologie” particolari tipo picchi a infinito

Mc128k
Numero di punti

Mc128k
Spazio funzionale

Mc128k

Mc128k

Mc128k

Mc128k


Dif=/®
I ¢, sono istanti di possibile discontinuita per /' (t) € PC” e le sue derivate.

7 Se f(t,—)# f(¢t,+) lafun. € discontinua in ¢, ed ha qui il "salto" f (¢, +)— f (¢, —)
o Se f(¢t,—)= f(t,+) sipuo definire f(¢,):= f(¢,—) e la fun. € continua in ¢,.
w~ Se f(t,—)# f(t,+) coni>1 lafun. derivata /() ¢ discontinua in 7,
o ed ha qui il "salto" £ (¢, +)— fO(t )
Se £, —)=f"(t,+) coni>1 puo accadere:
- esiste la derivata di ordine i-esimo in¢, e f(¢,)= f(t,-) = (¢, +)

- non esiste la derivata di ordine i-esimo 1n ¢,

Esempio:

f(f)={

F20-)= fP0+), i=1,2,... maf(¢)non ¢ derivabile in ¢ = 0.

cost <0
l+cost >0
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Mc128k

Mc128k

Mc128k

Mc128k

Mc128k

Mc128k

Mc128k


5 Proprietadi PC* 5

Se f(t)e PC* = Df(t)e PC” ed anche Va e R, j f(v)dve PC”.

C*c-cC'cC'c-.cC' cC’ e
e C* — PC” main generale Vke N, C* ¢ PC”

Esempio: /@)
( 1 per t<0
F@)=41-J1=(t=1)* perte[0,1] ; feC'AfePC” t
0 per t>1

Considereremo la classe

C*NPC” = { f € PC”: f(¢) ¢ derivabile con derivata continua fino all'ordine k}

Ck’o'@:: C* N PC” C*ccC*"cC""™" oo C” = C™™ = PC”
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Mc128k
Spazio funzionale chiuso rispetto a derivazione e integrazione, quindi facendo derivata e integrale, continua ad appartenere allo spazio

Mc128k

Mc128k
La funzione non serve che sia definita ovunque, basta che abbia un numero di discontinuità numerabile

Mc128k
Una classe di funzioni C comprende anche tutti gli ordini minori

Mc128k
La classe di funzioni su cui lavoreremo effettivamente


Grado di continuita di una funzione o segnale

definizioni
Se f e C*”, k ¢ 1l grado di continuita di f.
ch :z{f:R—)R:feCk’“’/\ffECk”"’o}

Se f e C* allora k ¢ il grado massimo di continuita di f.

S
Esempio: N
O [ < O 0,00 1,00 2,00 2,00
f(t): 3 >O ,fEC’,C’,C’,C’
Itz
= >
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Funzioni di classe c^k, \infty, ma non C^k+1, \infty

Individua una caratteristica di “smoothness” del segnale

Mc128k
La derivata terza non è continua

Più è alto k, più la funzione appare liscia

Mc128k


- [l metodo generale proposto per “integrare” 'equazione
differenziale di 2 si basa sulla trasformata di Laplace.

« La comprensione del metodo della trasformata di
Laplace richiede l'introduzione di cenni di teoria delle
funzioni complesse di variabile complessa (analisi
matematica complessa)

Lez. 2 -2015 Modellistica ed equazioni
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Equazione
differenziale

Trasformata
di Laplace

v

Soluzione
dell’equazione
differenziale

Antitrasformata
di Laplace

Lez. 2 -2015
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Equazione
algebrica

Soluzione
dell’equazione
algebrica
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| concetti introdotti dalla lezione:

* Le leggi elementari per la modellistica elettrica e dei
componenti meccanici.

« L'equazione differenziale lineare quale modello matematico
di un sistema dinamico orientato.

* L'insieme dei behaviors.

* || problema della determinazione dell’'uscita di Z noto
I'ingresso e le condizioni iniziali.

* La classe delle funzioni a tratti indefinitivamente derivabili.

» Grado di continuita di un segnale.
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