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Funzione complessa di variabile complessa
f:C->C
s = f(5)

Se s=0+ jo = f(s)=u(o,w)+ jv(c,w)
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Lez. 3-2015 Cenni di analisi complessa


Mc128k



A NAA Al
D&hizione di limite: lim 7(s) = A

S—>S

Ve>0 dp >0 tale che
se S SOddiSfaO<‘S—SO‘<,OZ>‘f(S)—/1‘<8

.t
Interpretazione geometrica: 5

Sia ?(z,r) = {S eC: ‘S—Z‘ < r}
(cerchio aperto di raggio », centrato in z)

Ve>0 Jp>0tale chef(B(SO,p) — {SO}) c B(4,¢)
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Mc128k

Mc128k

Mc128k
Ball

Mc128k

Mc128k

Mc128k

Mc128k


Def. Continuita

f(s) écontinuains=s, se lim f(s)= f(s,)

558

Lemma
f(s) € continua 1n @O: o, + jw, seesolose

le funzioni reali 1@0, w),v(o,®) sono continue in (00, a)o).

Esempi:
f(s)=4s"+5s+3 ¢ continua su C.

f(s)= Ll ¢ continua su C — {1}
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Mc128k
Continua in un punto (complesso)

Mc128k
funzioni che calcolano due dimensioni in uscita


Def. Derivabilita

f(s) € derivabile ins = s, se esiste 1l limite

f(S0+As)—f(SO)

lim
As—0 AS
e C ) df
Questo limite viene indicato con le notazioni f(s,), f (SO),d—S(SO),Df (S,)-

Le regole base di derivabilita gia note dall'analisi reale rimangono valide.

Esempi:
f(s)=4s"+55+3 = Df(s)=8s+5 [f(S) ¢ derivabile su C]
f(s)= ﬁ = Df(s)=- G _11)2 [f(s) ¢ derivabile su C — {1}]
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Def. Analiticita
=

/ (s) ¢ analitica ( o olomorfa) in s =s,

se f(s) € derivabile su di un intorno aperto contenente s,.
Esempi: f(s)=4s"+5s+3 ¢analiticasuC; f(s)= % analitica su C—{1}.
S J—

2 . . . \ .« . .
f(s)= |S| ¢ derivabile in s = 0 ma non ¢ analitica in s = 0.

Infatt1

2 2 2
lim |AS| _|O| = lim & = (AS = re””)
As—0 AS As—0 AS

.12

J®
— 1imm lim —tim =0 Vo

r—0 ]reﬂp r—0 ]/'e](/) r—0 e](/)

Non ¢ analitica perche...
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Mc128k
"holos", tutto e "morphos", forma; in riferimento alla capacità della derivata di rimanere uguale a sé stessa nelle trasformazioni[


Sia f () derivabile in s = s,:

limf(S0+AS)_f(S0) :f(l)(SO)
As—0 As

Questo limite sussiste per ogni direzione di convergenza a zero di As :

\/SO +As
D * g B

q
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Mc128k
Se la derivata in s0 è ben definita allora tutte le derivate coincidono

Mc128k
scelta una direzione per la variazione ds il limite deve sempre coincidere con la derivata prima


Calcoliamo " (s,) con As=AceR eAs= jAwe jR (Aa) € R): =
s,=0,+ jw, odanche s,=(0,,®,)

F0(s.) = lim [ (s, +A0)=[(s,) _

Ac—0 @ Ao

b . u(o,+Aoc,w,)+ jv(o, +Ac, o)) —u(o,, o)) - jv(c,, o) _
AT—0 Ao
ou

=——(5, )+J (So) =

oo
/ 1 0 Aw)— 0
0= tim I “,-:2 Hels

(o, 0, +Aw)+ jv(0,, 0, + Aw)—u(o,,a,)— jv(o,, o)

= lim =
Aw—0 ]ACU

=i ju(O'O,a)0+Aa))—v(O'0,a)0+Aa))—ju(00,a)o)+v(00,0)0) —

—A;r_r)lo —Aw -

:_( 0) ] (S ) @
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Mc128k
Come si arriva a condizioni di cauchy reimann

Mc128k
Si sostituisce a f la sua rappresentazione cartesiana

Mc128k
Si separano i limiti in parte reale e complessa

Mc128k
L’ipotesi di partenza è che la derivata esiste, quindi le due espressioni trovate devono coincidere

Mc128k

Mc128k

Mc128k


Quindi L (s.)+ -2 (5.) = (s,)— 7 (5,) da cui i ottiene
oo oo ow ow

ou ov ou ov
%(So)_g(so) C g(so)__g(so) @

Def. Condizioni di Cauchy-Riemann
u(o,w),v(o,w) soddisfano le condizioni (equazioni)

di Chauchy-Riemann se

-

ou  Ov | ‘.
< 0o Ow s _/f—\\ 76
ou _ v
L Ow oo
—[— = T/T
—/1 = /=
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Mc128k
separa termini reali e immaginari

Mc128k

Mc128k

Mc128k


Teorema

Sia f(s)=u(s)+ jv(s). &

1. Seesiste f"(s,) con s, = o, + jo, allora esistono
le derivate parziali di u(o, w) e v(o,®) n (0, ®,)
e soddisfano le condizioni di Cauchy-Riemann.

2. Seu(o,w) e v(o,w) e le loro derivate parziali sono

© continue 1n (o,,®,) ¢ soddisfano le condizioni di

Cauchy-Riemann, allora esiste /" (s,) cons, = 0o, + jw,.
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Mc128k
Nota
Le funzioni che definiscono le derivate parziali

Mc128k
sempre scomposta in due funzioni componenti che calcolano parte reale e immaginaria separatamente

Mc128k
viceversa del primo punto

Mc128k


Ritorniamo all'esempio 7 (s) = |S|2 =o'+

= u=c"+w, v=0

M _he g
oo 0w
WM~
0w oo
20=0

20 =0

f(s) ¢ derivabile solo in 0+ ;O

¢ quindi 1in s = 0 non puo essere analitica.
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Corollario

S1a f (s) =u(s)+ jv(s) con u(o,w), v(o,w) ¢ le loro
derivate parziali continue su di un dominio aperto U < C.
Allora f(s) ¢ analitica su U se ¢ solo se u(o,w), v(o,®)

soddisfano, su U, le condizioni di Cauchy-Riemann.
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Mc128k
Evidenziato

Mc128k
Evidenziato

Mc128k
Evidenziato

Mc128k
Evidenziato

Mc128k
Evidenziato

Mc128k
Evidenziato

Mc128k
Evidenziato

Mc128k
Evidenziato

Mc128k
Evidenziato

Mc128k
Evidenziato

Mc128k
Evidenziato


Teorema

Sia f'(s) analitica su di una regione aperta U < C.

Allora la derivata Df (s) ¢ anch'essa una funzione analitica su U.

Corollario
Se f(s) ¢ analitica sulla regione aperta U

allora f(s) ¢ 1v1 derivabile indefinitamente.
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Mc128k
Evidenziato

Mc128k
Evidenziato

Mc128k
Evidenziato

Mc128k
Evidenziato
Quando si deriva si ha di nuovo una funzione analitica


Integrali di linea nel piano complesso

Def. Integrale

Data una funzione f(s) ed una curva I" su C, percorsa da s, a s, ,definiamo
[ F()ds2limY” f(s)(s,=5.)
T i=1

dove s,,58,,...,8 (s, =s5,,s =s,) € una discretizzazione uniforme della curva I

v
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Mc128k
Nota
Ricordati che f(s) è una funzione complessa, quindi un campo vettoriale


Calcolo dell’integrale di linea

Sy

Sia I una curva parametrica
di classe C':
I':[a,bp]c R—>C

u—1'(u)

j £(s)ds = j £ F(u) d—r du

du
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Mc128k
‘u’ va da ‘a’ a ‘b’


Def. Curva chiusa semplice

Una curva continua I':[a,b] > C, u > I'(u) ¢ curva chiusa semplice se

['(@)=I'(h) e T'(w)#1'(u,) Yu, #u, €(a,b). =)
/

s

/'

Teorema di Jordan

Se I' ¢ una curva chiusa semplice in C questa suddivide il piano complesso

in due regioni distinte, una esterna ed una interna.
[C-T=EuI, Enl=0, %z@]zl“]
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Mc128k
Non ripercorre i suoi punti

Mc128k
Bordo


Def. Insieme connesso

Un insieme R < C ¢ connesso se per ogni coppia di punti appartenti all'insieme

esiste una curva continua I" che li congiunge tutta contenuta in R [F - R].

Def. Insieme semplicemente connesso
Un insieme R < C ¢ semplicemente connesso se € connesso € per ogni
curva chiusa semplice I appartentente all'insieme la regione interna di I

¢ tutta contenuta in R.
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Mc128k

Mc128k

Mc128k

Mc128k

Mc128k


Teorema dell’integrale di Cauchy
Sia f (s) una funzione analitica su di una regione aperta e

semplicemente connessa U e I" una curva chiusa semplice 1vi contenuta.

Allora Cﬁ f(s)ds=0 D

—
I
—v
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Mc128k
Si alza tanto quanto si abbassa..?


Corollario

Sia f(s) una funzione analitica su di una regione aperta e

semplicemente connessa U e I" una curva 1vi contenuta

che congiunge s, ad s,. Allora l'integrale di linea j f(s)ds
r

non dipende dal percorso I' ma solodas,,s, e f(s):

j F(s)ds = j £(s)ds
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Mc128k
Come in fisica

Mc128k



Teorema — Sviluppo in Serie di Taylor

Sia f'(s) una funzione analitica su di un cerchio B(s,,7,) centrato su

s, € con raggio r,. Allora Vs € B(s,,7,)

f% = ch.(s—so)i =G +Cl(S_So)+Cz(S_So)2 +"'+Ci(S_So)i LA
i=0

dove (i =0,1,--+)

AUCYR I S
it 27y (s—s,)"

C. =

1
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Mc128k
Il risultato della funzione complessa in un punto s appartenente a B è scomponibile con un polinomio di Taylor definito come segue


Corollario — Formula integrale di Cauchy

O § )

T] s S—S,
=

/\

r
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Mc128k
Normalizza rispetto ad una circonferenza? Che è?

Sta approssimando la “quota” del punto usando una curva che lo circonda? +


F($)=cy+c(s—5,)+Cy(5=5,) +++c,(5—5,) +-

: (i)
Esempio A C1) PN
' b

f(s) =

" i!
l-s
Sviluppiamo f(s) in serie di Taylor in un intorno dell'origine (SO = O).
f(s) & analitica in B(0,1) = {s € C:|s| <1}.
!
(1—-s)™

f($)=1+s5+5"+5" +s5"+5 +5°+--- 7k

FD(s) = = £0(0)=1!

/| .,;,.
N
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Teorema — Sviluppo in Serie di Laurent
Sia f(s) una funzione analitica sul cerchio B(s,,7,) ad eccezione del suo centro s,.
Allora Vs € B(sy.1,)—{sy}  7- 7t

o
J(s)= _ZC(S so)'

%
= = C-i +c,+c(s—s,)+c,(s—5,)° +-

+
(S—SO)2 (s—5,)

dove
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Mc128k

Mc128k

Mc128k

Mc128k
Sembra una generalizzazione con termini negativi

Mc128k

Mc128k

Mc128k

Mc128k


=) C_
5 +
(s—55)" (s—5p)

+cy e (s—5,)+cy(s—5,)" +++

f(s)=---+
Classificazione del punto isolato s, :
e Sec=0VieZ (i=-1,-2,...) D

definendo f(s,) = ¢, risulta f(s) analitica in s = s,,.

. o (s=D(s+3) a3 T e
ESHf(S@_(S—I)(S—Z)(S-i-l),f(S)_ 2 2(5 1) 4(5 ™+

e Se ¢, #0 per qualcheieZ s, ¢ una SINGOLARITA' dif(s):
1) Singolarita POLO quando 1 ¢, # 0 sono in numero finito; e

sila —n=min {i el :c, # O}: s, € polo di ordine n.

s+3

%S.If(S)@z oG]
1 5.3 5 7 5
f(S):E(S-l-l) +Z+§(S+1)+E(S—|—l) + ...

, J(s)=

4 8

2(s—1>‘2—§<s—1>-1+E (5Dt (s e

2) Singolarita ESSENZIALE quando i ¢, # 0 con i € Z" sono infiniti. [

1 11 1

ES.If(S):es :1+;+2!S2+3!S3+... @
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Mc128k
Esponenti positivi e negativi?

Mc128k
È una singolarità polare di ordine 2

Mc128k
Singolarità polare di ordine 2 per (s-1)^2 e di ordine 1 per (s+1)

Questo vale per le funzioni razionali

Mc128k
Praticamente dei punti di discontinuità in due dimensioni?

Mc128k
1 non è una singolarità, si annulla con il numeratore, 2 e -1 sono singolarità

Mc128k
In questo caso uguale alla serie di Taylor

Mc128k

Mc128k

Mc128k

Mc128k

Mc128k

Mc128k
Ancora più “folle e patologica” del polo direi?


i e
Proprieta -
Assumiamo f'(s) analitica in B(s,,7,) —1{s, }.
s, € una singolarita di f(s) se e solo se f(s) assume valori i1llimitati

in un intorno di s,,.

Teorema di Picard
Sia s, una singolarita essenziale di f (s). In ogni intorno di s,, la
funzione f(s) assume ogni valore complesso infinite volte con

l'eventuale eccezione di un solo particolare valore. ~‘7

[ovvero: In ogni intorno di s, esistono sempre infinite radici

dell'equazione f(s) = ¢ tranne, al piu, per un valore eccezionale di c.]
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Mc128k
Va a +infinito e -infinito infinitamente volte, condizione “patologica”

Mc128k


Mc128k
Il modulo della funzione può assumere valori illimitati, la funzione degenera in quel punto

Mc128k

Mc128k

Mc128k

Mc128k

Mc128k

Mc128k

Mc128k

Mc128k

Mc128k


f(S):.”_i_(Sf_; )2 .(SC;; ) r CO+CI(S_S0)+C2(S_S0)2+”'

Def. Residuo /
Sia s, una singolarita di f (s). Il coefficiente c_, dello sviluppo in serie
d1 Laurent s1 dice RESIDUO, Res{ f,s,} della funzione f(s) in s,.

Res{f,s,} = %gﬁ fls)ds N

C—2 + RCS{f,SO}

2
(S_S)2 Gos) +c, e (s—5,)+c,(s—5,) +-
0 0

f(s) =+

Lez. 3-2015 Cenni di analisi complessa 26


Mc128k
Il solo dove si annulla il denominatore

Mc128k
Matita

Mc128k
Nota
IMPORTANTE
Ci serve dopo per la scomposizione in fratti semplici

Mc128k


Teorema dei residui di Cauchy 3
Data una funzione f(s) analitica su di una regione aperta e semplicemente

connessa U ad eccezione dei punti singolari s,,s,,--,s, vale

 f(s)ds =27 JZ Res{f,s,} &

dove I' Cc U ¢ una curva chiusa semplice contenente al suo interno

le singolarita s;,.
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Mc128k
Ogni volta che un punto entra nella curva chiusa somma un contributo

Mc128k
Somma dei residui rispetto ai singoli punti

Mc128k
Sembra importante per quello che faremo con poli e zeri nelle funzioni di trasferimento


Poli di £ (s)

Proprieta :

Sia s, una singolarita polo di f(s). Allora s, € polo di ordine » se e solo se

esiste g(s) analitica in s, con g(s,) # 0 tale che

g(s)
§)=—"——""—

=055

Esempio:
s(s +6)’
flo)=—0rO
(s—2)(s+3)(s+5)
2 ¢ un polo di ordine 1,
—3 ¢ un polo di ordine 2,
—5 ¢ un polo di ordine 4.
-5 -3 2
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Mc128k


Zer1 dif(s)

Sia f'(s) analitica in z.

Def. : 0=z

z ¢ detto zero di f se f(z) = 0. Considerato lo sviluppo di Taylor
f(s)=c(s—2)+¢,(s—z)*+- ed n:=min{i eN: ¢, #0},

z ¢ detto zero di ordine n di f(s).

Proprieta:

z ¢ zero di ordine 7 se e solo se esiste g(s) analitica in z con g(z) #0

tale che|f(s)=(s—2)"g(s).[0

A

Esempio:

£(s) = s(s+6)°

(s=2)(s+3)°(s+5)°

0 ¢ uno zero di ordine 1,

@

—6 ¢ uno zero di ordine 3.
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Mc128k
Speculare del polo

Mc128k


Mc128k
s0 = z

Mc128k


Proprieta

Se f : C — C ha una singolarita polare in p di ordine » allora

Res{f,p}= (nil)!DH (f(S)(S—p)n)

S=p
Dim.:

C_, C_ni N €
L P P P

f(S)(S—P)n =C_, +C_n+1(S—p)+C_n+2(S—p)2 +"’+C_1(S—p)n_l +CO(S_p)n +C](S_p)n+1 4
D(f(S)(S _p)n) =c 40, 2(s=p)+-Fe (n=1)(s—p)" 7 +cu(s—p)"~ +--

D*(f(s)(s=p)")=c_n2+ -+ (n=1)(n=2)(s—p)"" +cn(n—1)(s—p)'~" +--

+cy e (s—p)re(s—p) +--

D" (f(s)s—p)')=c,(n=D(n=2)....- 1+ cp(n=1)...-2-(s = p)++--
D" (f(s)(s - p)")L:p —c (n-D)(n-2)....1=c_(n—1)! o
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Continuazione analitica

Data una funzione f (s) definita da uno sviluppo 1n serie di Taylor
su di un cerchio B, (s,,7,) € possibile estendere ("continuare") la
definizione di f (s) all'esterno di B, mediante lo sviluppo in serie

d1 Taylor d1 altr1 punti di B,. Il procedimento € ricorsivo:
By—>B —>B,—...

B
2
i’ Possono emergere funzioni a piu

valori! (funzioni polidrome)

B,
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Esempio: estendere la definizione del logaritmo naturale
dall'asse reale positivo al piano complesso mediante

continuazione analitica. Si potrebbe dimostrare che

lns:1n|s|+jargs

jarg s
e] g

Deduzione euristica: s = |s

—

= In|s|e’*** =In|s|+Ine’™** =In|s|+ jargs

E’ una funzione polidroma.
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Mc128k
Torna indietro e trova valori diversi


| concetti introdotti dalla lezione:

* Limiti e derivate di funzioni complesse di variabili complesse
* Funzioni analitiche

» Condizioni di Cauchy-Riemann

* Integrali su curve del piano complesso
» Teorema dell'integrale di Cauchy
 Sviluppo in serie di Taylor

* Formula integrale di Cauchy
 Sviluppo in serie di Laurent

» Teorema dei residui di Cauchy

* Poli e zeri di una funzione

» Continuazione analitica e funzioni polidrome
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