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 La trasformata di Laplace e un operatore funzionale che
converte (“trasforma”) una equazione differenziale in una
equazione algebrica.

* || metodo basato sulla trasformata di Laplace permette di
risolvere una equazione differenziale lineare con condizioni
iniziali arbitrarie.

* Permette di analizzare i fenomeni transitori ed asintotici di
una grande varieta di sistemi (elettrici, meccanici, termici,
ecc.)
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La trasformata di Laplace ¢ un operatore funzionale che si applica

ad una funzione f* di variabile reale con codominio R (o C):

1. Assumiamo f € PC* & .

2. do € R per il quale I|f(t)|e@“dt< +oo [
0

Note :

e spesso assumeremo f(£) =0 per <0
e se vale la condizione 2 allora Vo, > o : f | f (t)|e_"1tdt <400 [J
0

Def. ascissa di convergenza di f (7)

400

o, = inf{a eR: j | (0)|edt < +oo} S

0
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A partire da una funzione ne produce un’altra

Mc128k

Mc128k
Con alcuni punti di discontinuità, ma in ciascun punto esistono sempre derivate destre o sinistre

Mc128k
Il limite a destra e a sinistra è definito, quindi non dà fastidio all’integrale

Mc128k
Può non essere vera la condizione se la funzione cresce più dell’esponenziale (che qui appiattisce la funzione)

Deve quindi esistere un sigma reale abbastanza alto da poter appiattire la funzione

Mc128k
Si appiattisce di più… converge più rapidamente a zero

Una esponenziale più forte appiattisce sempre la funzione

Mc128k
Estremo inferiore di tutti i sigma reali per cui l’integrale è ben definito

Esponenziale più piccola che fa convergere la funzione

Mc128k
Esponenziale negativa che “schiaccia” la funzione f(t)


Def.: Trasformata di Laplace

La trasformata di Laplace di un segnale (funzione) f (¢) ¢
la funzione F'(s) = L[ f(¢)] definita da

F(s)= ff(t)e‘“dt =

per 1 valori s € C per 1 quali I'integrale converge. =)

e F' ¢ una funzione complessa di variabile complessa, £[-] indica
l'operatore di Laplace.
e Notazione usuale: le lettere minuscole denotano segnali e funzioni, le

corrispondenti lettere maiuscole denotano le trasformate di Laplace,
p.e., Y(s) indica L[ y(¢)], E indica L[e], ecc.
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Se al posto di 0- si fosse usato 0 o 0+ l’integrale sarebbe stato uguale

TRANNE… nel caso in cui ci siano delta di Dirac, facendo così siamo sicuri di includere ciò che si trova nello zero.

Mc128k

Mc128k
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Mc128k
Evidenziato

Mc128k
Tipo il campionamento che fa la trasformata di Fourier, ma qui considera anche la convergenza o la divergenza?

s = sigma + j omega
sigma indica l’esponenziale, j omega una sinusoide. Sono le uniche funzioni che si possono integrare e derivare infinite volte senza perdere la loro 


Consideriamo s = o + jw

F(s) = f Ft)e dt = joo f(t)e‘("@“)’dt

—jot
e J

F)|< T\f(t)e‘“e‘f‘“

F(s) € ben definito per o > o, ovvero Res > o,.

dt = T| fO)||e||e™ |t = T| f(0)|edt

Proprieta

La trasformata di Laplace F'(s) ¢ una funzione analitica sul

semipiano {s€C:Res>o,}.

v
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Scompare perchè ha norma unitaria

Mc128k
Altrove diverge

Mc128k
Il valore assoluto (norma) dipende solo e unicamente dal parametro reale

Mc128k
espansione s

Mc128k
Norma (ampiezza) F
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- . e e 1 pert>0
Esempio: segnale gradino unitario 1(7) :=
0 pert<0
+00 . +0 . e—st oo e—st e—st 1
LI = [ 1()edt = | edt = _ _ _2
0- 0 5 o Plimo 75 =0

Calcolo corretto se e — 0 per t — +o0: vero per Res >0 (o0,=0).

Infatti e = ¢ (77N = p=otpiot.

L[1(?)] = 1 ¢ ben definita e analitica per Res > 0.
S

Utilizzando la continuazione analitica £[1(¢)] = 1 vse C-1{0}.

S
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Le trasformate, ad eccezione delle singolarità si considerano su tutto il piano
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Mc128k


Esempio: segnale esponenziale ¢

+00 +00 —(s—a)l‘ o0
Lle"]= j e“edt = je_(s‘“)tdt :{ ° } =

0— 0

- e—(s—a)t B

—(s—a) _ —(s-a)

e " 5 0 per t — +o0 quando Re(s—a)>0 = Res>a (o, =a).

e—(s—a)t

t=0

| : ..

Lle"]= ¢ ben definita ed analitica per Res > a.
s—a
. : : . 1
Utilizzando la continuazione analitica L[e”] = Vs e C—{aj.
s—a
La trasformata ¢ valida anche quando a € C:
at 1

Lle”]= ‘v’se@—{a}, o, =Rea

S—d
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Linearita

La trasformata di Laplace € un operatore lineare: per ogni segnale £, (¢)
e f,(¢) e per ogni scalare ¢, e c,

L [le1 () +c¢,/, (t)] =L [fl (t)] +c,L [fz (t)]

Dim.: ¢ immediata conseguenza della linearita dell'integrale... O

Esempio
| 1 10s+4
446" |=4L|1|+6L|e" |=4—+6 =
Ll4+6e [=aLi]+6L[e” =4+ s—(=1) s(s+1)
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Iniettivita
La trasformata di Laplace ¢ iniettiva:

se L] f()]=L[g®] = f(t)=g(?) (q.0.) su [0,+0)

e ['(s) determina univocamente f(¢) su [0,+0). E' quindi ben
definita la trasformata inversa di Laplace £ .

Esempio (slide precedente)

ol Pl PR
s(s+1)
In altre parole, 1'unica funzione f(¢) tale che F'(s) = I?S +14; ¢
s(s +

f(H)=4+6e".
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La trasformata inversa di Laplace

Sia F(s)=L [f(t)] allora

1 O+ jo

() = 2. Lw F(s)e"ds

per ogni o, > O,

e Siindica f(t)=L'[F(s)].

0l
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Integra lungo questa curva


La trasformata della derivata
Siaf e C' (R, ) segue
L|Df(0)|=sF(s)=f(0+) . ,,

v

by b
[ g ax = [rege - | F'@ge) ax

=l

Df (t)e‘“dt_ Df e dt=| f(He™ | - f (t)(—se " )dt =

:}f}i fO)e™ —1lim f()e™ +s j f(t)edt =

= llw f(0+)5S)

Se Res > o, (ascissa di convergenza di f(¢) )

Dim.:

= lim f(t)e™ =0 .

[—+w©
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Integrazione per parti
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Mc128k
Definizione di trasformata
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derivate di ordine superiore

Siaf e C* (R, ) segue
L| D*f |= L[ D(Df)]=sL[Df]-Df (0+) =

= S(SF(S) —f(0+)) —Df (0+) =
=5°F(s)—sf(0+)— Df (0+)

generalizzando con ricorsione [ feC (R, )}

D'f =D f(0+) coni=0,1,2,...

L

L

DS

o
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i—1
=s5'F(s)— Zsti_l_ijﬂ
=0
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Trasformata dell’integrale

Ll [ fvay _Lrs
| 0 ] o#®
Esempio
t 1 1 1 1
clil=c|[1-av|=2cf1]=2~=—
(-] frav|-Lepi -1 -
s1 noti

Llt]=L[t-1(0)]
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Teorema del valore finale

Siaf e C' (R, ) con f e Df aventi ascisse di convergenza

non positive. Se esiste il limite lim f(¢) vale

I—>+00

fim FO =limsF ()

Esempio
F(O) =d+60" = F(s) =152 5 _p
s(s+1)
Df(t)=—6e_t:>£[Df]=—6-L, o, =—1
s+1

4

lim £(f) = lim sF(s) = lim 12> _
[—>+00 s—0 R |
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Il valore a cui si stabilizza una funzione nel tempo (es. quando una massa smette di oscillare perchè l’energia è stata assorbita) coincide con il valore a cui arriva la trasformata quando il parametro s si avvicina all’origine.



Teorema del valore iniziale
Siaf e C'(R,). Seesiste il limite lim sF(s) vale
F(04) = lim sF(s) o

Esempio

F()=4+6e", F(s)=25+4
s(s+1)

lim sF(s) = lim 2% _10= £(04)

§—>—+00 §—>+00 Ky _|_ 1
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L’opposto del teorema precedente


Traslazione nel tempo

Per ogni ¢, = 0 vale
£[f(t o to) ' l(t - to)] = e_tOSF(S)

Corollario: Se /() =0 per ¢ <0 allora Vz, > 0 vale L[ f(t—¢,)] = e ™ F(s)

Esempio
1 pertelt,t,] ,
f(t)= 0 " con 0 <t <t¢, (impulso rettangolare)
altrove
T — —
t; tL i
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- JO=4HO+ )

A ‘](i

H@)=1-1(t-1¢)
L@ =D 1t-1)

F(s) = F(s)+ F(s)

A
/s

(o
\) \)

—s
=

—15S
—e 2

1‘2 e
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L’impulso rettangolare si definisce come la somma di questi segnali


Mc128k
Funzione trascendente, non è razionale


Traslazione nella variabile complessa (s)

Per ognia e R (C) vale
L] e"f(t)|=F(s—a)

Dim. :
+o0o

I e f(H)e'dt = Tf(t)e(”)tdt =F(s—a)

00—
Esempio

Ll]=~ = £e]=L[w"]=—

2 (s~a)

2
S

= E[t”e‘”} =7
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Ci interessa in generale calcolare questa trasformata


L D v"ldv} ! L [t”_l } (dal teorema dell'integrale)

n! n!

2=l

S A) A) A) A
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A questa espressione si sostituisce a (s) (s-a)


Teorema di convoluzione

S1 abbia f(¢) = g(¢) =0 per ¢ < 0. La convoluzione dei

segnali f e g, spesso indicata come f * g, ¢ 1l segnale

| rmg—v)av

rappresentabile anche come ( frg=gxf )

[ g f@E—vyav.

La trasformata della convoluzione ¢

L { [ fg(- v)dv} = F(5)G(s).

Lez. 4 - 2015 La trasformata di Laplace
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...riprendiamo 1l problema:

DX definito da D’y(¢)+3Dy(¢)+2y(t) = u(¢)
Noto u(z), t =0
¢ le condizioni miziali y(0)=1¢e Dy(0) =1
trovare y(¢), t =0 ?

Sia u(t) € C°(R) e conseguentemente assumiamo

che y(t) e C*(R).

Lez. 4 - 2015 La trasformata di Laplace

21


Mc128k
Un sistema


Applichiamo la trasformata di Laplace all'eq. differenziale:

)Dzy<r>+3z>y<r>+2y<r> L(u(t))

-R\

Y(S) sy(0)—Dy(0)3 SY(S) y(O) +2Y(s)=U(s)

s Y(S)—S—1+3(SY(S)—1)+2Y(S)=U(S)
(32 +3S+2)Y(S)—S-4=U(S)

(52 + 35+ 2) Y(s)=U(s)+s+4  Egq. algebrica del primo ordine!
(=)
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Polinomio caratteristico della eq diff
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Soluzione nello spazio delle trasformate:
CKSfj_+ s+4

Y(s)=
(5) s?+3s+2 s°+3s5+2
U
Ul(s) S +4
t)y=L" > + L =2 } t>0
() Lz+3s+2} [sz+3s+2
s+4 s+4 a b =)
_I_

43542 (s+D(s+2) s+1 s+2

s+d=a(s+2)+b(s+1)<=s+4=(a+b)s+2a+b

a+b=1 . :
=>a=3,b=-2 (Vedremo un metodo piu efﬁc1ente...)
2a+b=4

Lez. 4 - 2015 La trasformata di Laplace 23


Mc128k
Ingresso U(s)

Mc128k
A questo punto vanno antitrasformate le espressioni

Mc128k
Tecnica dello sviluppi in … semplici



el e el e el e
s +35+2 s+1 s+2 s+1 s+2

— 3¢’ —2e

1
s*+35+2
1 1 1

s +3s+2 s+1 s+2
dal teorema di convoluzione

U(s)

G(s) =
(5) s*+35+2

— El[ :|=£_1[G(S)U(S)]

o)
= gt)=L"[G(s)]=e" -

L [G(S)U(S)] — j(e—(f—V) B e—z(t_v) )M(V)dv
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Si vuole applicare il teorema di convoluzione, ma bisogna prima calcolare la antitrasformata della funzione G, si fa ancora sviluppo in fratti semplici


S1 giunge alla soluzione (¢ > 0)

y(t) = j(e(tv) —e ) )u(v)dv +3e  —2e
0

L'espressione di y(¢) individuata ¢ valida in realta per

ogni t € R (puo essere dimostrato con calcolo diretto).

Interpretazione della soluzione...

Lez. 4 - 2015 La trasformata di Laplace
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Antitrasformazione delle funzioni razionali

(il caso dei poli semplici)

b(s)

Dato F'(s) = ﬁ’ funzione razionale strettamente propria
a(s

(degb(s) < dega(s)) con poli tutti semplici si determini
f(O=LT[F(s)].

S1ano a(s) e b(s) polinomi con coefficienti reali ed n .= dega(s).
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Soluzione:

F(s)= b(s)

(S_pl)(S _pz)---(S _pn)
1dea: sviluppo in fratti semplici di F(s)
3! £, eR(C) >
F(s)= ki + ky -+ k,

(s=p) (s=p,) (s=p,)
k. ¢ il residuo di F(s) in p, (perche? ...)

Come calcolare 1 &, ?

k k
(S_p1)F(S):k1+ : (S_p1)+---+ -
(s—p,) (s=p,)
= kK :(5_1?1)F(S)S:p1
in generale k£, =(s—p,)F(s) i=12,...,n

S=p;
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- P S—P; S—PpP,

=El{ ad }+...+E{ k, }:
S_pl S_pn

=ke™ +...+k e’

f)=Y ke

f(t)=[?{ K + ks +..+ k, }:
S

esempio
s+4 k, k,
= +
(s+D(s+2) s+1 s+2
4 4
k1:s+ _3 k2=S+ _ 5
S+2|_, s+1]_,

Lez. 4 - 2015 La trasformata di Laplace
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| concetti introdotti dalla lezione:
 La trasformata di Laplace

* Linearita ed iniettivita (invertibilita)
 La trasformata inversa di Laplace

» Teoremi: della derivata, dell'integrale, del valore finale, del valore
Iniziale, della traslazione nel tempo, della traslazione in s, di
convoluzione.

 Antitrasformazione delle funzioni razionali nel caso dei pol
semplici

Trasformate notevoli
: ! . |
Ll ]=—x. Lle"]=—
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