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Consideriamo un sistema dinamico X descritto da
Dy(t)+2y(t) =2Du(t) +2u(t)
ed assumiamo che per 1 tempi negativi sia
\ (1) = e_Zt/ e u(t)=0 con <0
Questa coppia di funzioni soddisfa l'eq. diff.:
Dy(t) = —2e™*
= (—2¢7)+2(e™)=0 Vi<0
Quinda:
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Mc128k
Segnale in entrata

Mc128k
Segnale in uscita

Mc128k
Solo in questo intervallo di tempo


Introduciamo nel sistema una "azione forzante"
u(t)=1 pert=>0

Quindi u(z)=1(¢) VireR (é un gradino unitario)

Problema:

determinare y(¢) pert=>0

T u(r) { y()
?

Lez. 5-2015 Le funzioni impulsive e l'insieme
dei behaviors
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Cambiamento istantaneo


Dy(t)+2y(t) =2Du(t)+ 2u(t)
Condizioni iniziali:
u(0-)=0, u(0+)=1 y(0-)=L y(0+)=?
Se fosse noto y, @: y(0+) potremmo applicare la t. di Laplace:

sY(s)—y, +2Y(s)= 2(SU(S) —u(0+)) +2U(s)
V)é%‘ o
(s+2)Y(s)—y, = MS)—1)+2U(S)
~— %

U(s) = £[1)] =~

A

25+2 I/y+—2_l+ 1y -2
S+2 s s+2 s s+2 s+2

y(t)=1+e > +(y, —2)e™ pert=0
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Non conosciamo y(0+), lo cerchiamo nella eq diff

mc128k


mc128k


mc128k
Proprietà trasf. gradino

Mc128k

Mc128k


La coppia di funzioni:
u(t)=1r) telR
e’ pert<0
W {1 +e ' +(y, —p2)ezt pert>0
soddisfa l'eq. differenziale
Dy +2y(t) =2Du(t)+2u(t) VieR-{0} &

per qualunque valore del parametro y .

Non ¢ quindi possibile definire I''nsieme dei behaviors come

B ={(u(®), y(t)) e PC" : <2Du+2u VteR-{4,1,,..}|
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Mc128k
Soddisfa tutti i tempi tranne t=0

Dal punto di vista sistemico è inaccettabile. Esiste una sola soluzione di determinare una uscita viste le condizioni iniziali e l’ingresso. Non si possono avere infinite soluzioni

mc128k


mc128k



® Cc*=C'nPC”
S1 osserva che

{(u(t),y(t)) eC"”:Dy+2y=2Du+2u Vte ]R} cB

Come risolvere 1'impasse?

Idea: definisco l'azione forzante come &

-

0 pert <0
tt
u(t) =< 3?—2? pert€[0,7)
u(®)
1 pert=>rt —
=u(t)eC"”™ V>0 /
Z
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Mc128k
Operazione di smoothing, lisciatura della funzione per eliminare la discontinuità. La funzione risulta di classe C1

Il sistema agisce in modo più naturale, non serve più una “potenza” infinita per creare il gradino

mc128k
Derivabile (a tratti) solo una volta

mc128k


mc128k


mc128k


mc128k
the smoothness of a function is a property measured by the number of derivatives it has which are continuous. A smooth function is a function that has derivatives of all orders everywhere in its domain.

Mc128k


E' ragionevole ipotizzare y(r) € C'* 1 y(0=) = y(0+) =12
Posso quindi determinare y(¢) per £ >0 con le condizioni
iniziali al tempo 0+: u(0+)=0¢ y(0+)=1.

Soluzione :

el0,7): y(1) = 6——4——2@”_[6”@% Edetet
0

t>r:  yt)=l+e” —26_2’ 2 3\/_2_

Sinoti y(0-) = y(0+) e Dy(O—) = Dy(0+) &
y(r—-)=y(t+) e Dy(r—)=Dy(r+) V7>0.
Quindi ¢ verificato che y(¢) € C"” ed inoltre la coppia
(u(2), ¥()) cosi definita soddisfa
Dy(®)+2y(t)=2Du(t)+2u(t) VieR Vr>0.
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Mc128k
Uscita continua e di classe C1 su R
la disc inizia dalla deriv seconda?

mc128k
e^0=1, era definito come esponenziale per t<0

Ovviamente ipotizziamo che non ci sia discontinuità, altrimenti siamo daccapo

Mc128k


0 pert <0
2

3
u(t) == 3t—2—2t—3 pert e[0,7)
T

T
1 pert=>t

t £ o R )
y(t)=46——4—3—26_t"‘ev 35-2—=dv+e” tel0,7)
T T

-2t

e

2

2

0 T T

2
"

T 2 3
_ B V V
l+e? —2¢ 216” (3——2—3 V+e
T
0

Osserviamo che per 7 — 0 +

u(t) > 1(t) e y@) >+

-

e pert <0

Da lim1+2e™

t—0+

1+2¢™ pert>0

=3 ovveroy, =3.

Questa e la soluzione che vorremmo trovare subito

senza utilizzare il metodo
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Mc128k
Si trovano le soluzioni senza tutta la procedura usando le funzioni impulsive

Mc128k

Mc128k

Mc128k


e

Quando 7 — 0+ Du(¢) in un intorno dell'origine diverge all'infinito!

2
L pert€[0,7] = max Du(t) = Du(t) 2i
.

2'3 te[0,7]
Du(t) converge ad una "funzione" impulsiva (distribuzione) chiamata

delta di Dirac (5(t)). @

T ju—
t=—

Du(f) = 6= —6
T

\

T

v
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Termini impulsivi a dx e sx che si bilanciano

mc128k


mc128k


Mc128k
Non ha discontinuità nella derivata, sembra? Mi ricordo che la avevamo studiata come un caso specifico della funzione _-_

Mc128k

Mc128k


Cenni di teoria delle funzioni impulsive

. o 0 <0
Gradino unitario: 1(z) :=

— |1 =0
(0 <0
Introduciamo 1 (¢;7) e\C™": f(t;7) = 4 t 0<t<7t
I >7
m__, f(&7)=1()
4 (t1: 1(t)
1 1
| T—>0
|
‘Ic t " t
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Mc128k


t<0 Formalmente definiamo

0
R ® 1 :
Df(57)=1— 0<i<z o(t):=hm_,,, Df (1)
0

> (¢ la delta di Dirac)
“?(t) B(t)
117 @— | >0 1
1
| . .
A — t ‘ t

o(t) ¢ una distribuzione o, piu informalmente, una funzione impulsiva.

e Interpretazionedi 6(¢)
o(t) ¢ la derivata generalizzata del gradino unitario: 6(¢) := D 1(¢)
D" & l'operatore della derivata generalizzata: ¢ un operatore lineare

(come lo ¢ D).
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mc128k


mc128k
La derivata sale all'infinito man mano che tau scende a 0

Mc128k


- . * . . . . 5
Piu precisamente, D ¢ la derivata (in senso) distribuzionale.

e Proprieta della delta di Dirac:
assumendo #, <T' <t : _ "~

t

tae

4 4 O
[s¢-mydt=1; [ f@0)6@-T)dt=f(T)

e Introduciamo le derivate (generalizzate) di o(¢):

D" 5(t) = derivata generalizzata di ordine i della delta di Dirac

G5O ()= D" 5(¢)
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Mc128k
Campionamento della funzione in un intervallo

mc128k


mc128k


mc128k


mc128k


mc128k


mc128k


mc128k


mc128k


Mc128k

Mc128k

Mc128k
Indica la notazione che useremo con i delta


Costruzione di 6" (¢) mediante limite di una funzione continua a tratti.

0 r<0
Ly 0<t<r 1\
2 - :
feo={ T L fnec — L/
@ —th‘F—t—l Tgtng ‘
T T
1 t>21r
0 t<0 (0 t<0
1 1
— 0<t<rt — 0<t<rt
2 2
Df(tT)=y | D’f(t;r)=1 *
——2t+— T<t<2r - r<t<L2r
T T T
0 t>271 | 0 t>271

16y =1im, o, f@:7) | 8= DLy = lim,_,,, Df(t57) |
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mc128k

Mc128k
Rappresentazione del grafico nella pagina successiva, nei diversi tratti è definita in modo da non presentare discontinuità con le derivate e la funzione

Mc128k

Mc128k

Mc128k

Mc128k


sV(t)=D"5(t)=lim_, D*f(t;7)

R0

(=) 1

- - >0 ¢

' 8(t)

Questo metodo costruttivo si el

puo estendere per mostrare 1l

A —_——_—

significato di 0 (¢), i > 1.

21 t ‘

' £(t) 57(t)

+1/172 pm

[
|
|
T
|

-1/t"2 |—| @
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Mc128k
Doppietta impulsiva

Mc128k
Immagina le funzioni come se iniziassero a stringerisi verso l’origine


e Derivate generalizzate del gradino unitario:
D1(t)=8(t)

D”1(t)=D"(D'1(t))=D'5(t) = 5" (¢)
D”1()=D"(D"1(t))=D"6"(t) =57 (1)

D™1(t) = 5" (¢)

e Derivate generalizzate della funzione gradino f () = k1(¢)

f(t) D*(t)
k kS(t)

-
P

t
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D' (k1)) = kD" (1(r)) = kS(2)
D (k1(t))= kD™ (1(2)) = k6 (¢)

D™ (k1(t))= k6" (¢)

e Derivate generalizzate di una funzione discontinua

f e PC” esiat=0 il solo istante di discontinuita della f.

_ f(2?) t<0 0.0
g(”"{fm—(ﬁ—f) =0t E0=C

=g)=f(O-(f.-)InE
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Mc128k

Mc128k


Mc128k


Mc128k
Stiamo annullando la dicontinuità in f


o 0 (e
l l -i J
7 of

f-

-
|

t t

Y

Rappresentazione della funzione discontinua f (¢) (relazione di

ordine zero):

f@)=g@®)+(f, - L)) =

)

Oovvero

f. discontinua = f. continua + f. a gradino
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Mc128k
Non spiega, semplicemente legge le slides incomprensibili che ha prodotto

Mc128k
No, ho capito, stiamo semplicemente (anzi, sostanzialmente) tirando il punto di discontinuità fuori dalla funzione, esprimendolo con un gradino unitario scalato

Mc128k

Mc128k

Mc128k


[ =g®+(f. - £)@)

Derivando in senso usuale Df (¢) = Dg(¢t) Yt #0.) -~ o—"

]

Assunzione: la derivata generalizzata di una funzione continua

sia; D g(t):=Dg(t")

Applichiamo allalrelazione di ordine zero I'operatore D" :

D' f(ty=D"g(®) + D" ((f, - £IUD))

D' f(f) = Dg(t")+( f\/E(r)

D f(1) = Df(t)+(f f_)5(t)@
Jon,

derivata gen. di ordine 1 = f. discontinua + f. impulsiva (di ordine 0)

Lez. 5-2015 Le funzioni impulsive e l'insieme 18
dei behaviors


Mc128k
Semplicemente la discontinuità si trasforma in un delta scalato

Mc128k
Matita

Mc128k

Mc128k

Mc128k

Mc128k

Mc128k

Mc128k

Mc128k

Mc128k

Mc128k

Mc128k

Mc128k

Mc128k

Mc128k

Mc128k


D f(t)=Df )+ (f. - £.)5()

Set<00t>0: D f(t)=Df(¢) 1?

Set=0: D'f(0)=Df(0")+(f. - f)5(0)=(f. - f)5(0)

La funzione discontinua Df (¢) puo essere scomposta nella

somma di una funzione continua ed una funzione a gradino:

() = Df (1)~ (Df, - Df )1(H) = g,(6) e C* 5 ~

Z \ /\J ;

o D0 =20+ (Df = Df o)+ (1, = 1))

d. generalizzata di ordine 1 = f. continua + f. a gradino + f. impulsiva di ordine 0
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Mc128k
Nota
Se la funzione ha derivata destra diversa da quella sinistra, questo fa in modo di applicare quella giusta dopo lo zero (con il gradino), rimuovendo la discontinuità della derivata

g1(t) è definita come la *derivata* continua della funzione f, esattamente come abbiamo definito g(t) come la versione continua di f(t)

Mc128k
Nota
Qui invece cerchiamo la derivata generalizzata della funzione, togliendo la differenza di derivata dopo lo zero e sommando il delta per la discontinuità

Mc128k

Mc128k

Mc128k

Mc128k

Mc128k

Mc128k

Mc128k

Mc128k
Non è il g(t) di prima, lo stiamo definendo

Mc128k
Ricrea la discontinuità della derivata di f(t)

Mc128k

Mc128k
Perchè stiamo facendo la derivata generalizzata

Mc128k


g,(t)=Df ()~ (Df, - Df )1(t) D f(t) =g ()+(Df, - Df W)+ (f. - £)5(t)

Applicando la derivata generalizzata alla relazione che esprime D™ f(¢):

D*f()=Dg,()+(Df, -Df-)60+(f. - )61 @
Dalla definizione di g,(¢): Dg,(t)=D’f(¢)

O D21 (1)=D2 1)+ (Df. = DF Vo) +(f, - £ )6 ()

Set<00t>0: D f(t)=D"f(¢) o
Set=0: D”f(0)=(Df. -Df )5(0)+(f, - )5 (0)

&.(0)=D"f()~(D*f, D’ ) () = g,() € C**

D10 = a0+ (D~ D £ )1 =D )00 (- 1)570),

} d. gen. di ord. 2 =f. cont. + f. a gradino + f. impul. di ord. 0 + f. impul. di ord. 1]
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Mc128k
Nota
Si applica la derivata ai delta, dato che gli argomenti in parentesi non sono dipendenti dal tempo

Mc128k
Nota
Sempre ammesso  che ci sia una sola discontinuità nello zero

Mc128k
Nota
Questo mi sta solo dicendo come è strutturata una derivata generalizzata, quindi quali sono i termini che la compongono

Mc128k
Matita

Mc128k
Evidenziato

Mc128k

Mc128k

Mc128k

Mc128k

Mc128k

Mc128k

Mc128k


Iterando 1l ragionamento si ottiene: & 5

D" f()=D"f@)+(D"" £, =D""f.)5@0)+---+(f. = /)" (@)

Set<00t>0: D"f(t)=D"1(t)
Set=0: D" f(0)=(D""f,=D"" f)50)+---+(f, = f)5""(0)
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Mc128k
Si utilizzano le derivate generalizzate di diversi ordini per compensare la discontinuità dei diversi ordini di derivazione della funzione

Mc128k

Mc128k
Stiamo iniziando a generalizzare, questo è per una funzione con un singolo punto di discontinuità, per ogni discontinuità delle sue derivate in quel punto

Mc128k


O] EN

P1u in generale: / € PC™ con ¢,,¢,,... istanti di possibile discontinuita.

T N ——
D" f(t)=D"f(1)+ B
H(D (1) =D (19) B =)+ 4 (£ (1) = £(4-) 6 (1 —1) +
+(D" (4, 4) = D" (,2)) 8 —1y) 4+ (F(t ) £ (,2) 5Dt~ 1) +
+...

%

D"f({t)=D"f(t) VteR-{1,t,,...}

D" f(t)= (D’H (f1+)—D"_l(tl—))5(0)+°"+(f(f1+)—f(fl—))5("_l)(0)
D" f(t,)= (D”_l(fﬁ)—D”_l(fz—))5(0)+'“+(f(f2+)—f(tz—))f?("_l)(o)
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Mc128k
applichiamo la stessa cosa a tutti i punti di discontinuità, ragioniamo in due dimensioni, discontinuità della funzione, discontinuità delle derivate


Mc128k

Mc128k

Mc128k


Principio di identita delle funzioni impulsive

Le funzioni impulsive

¢ I ¢,6(0)+¢, 6" (0)+---+¢,8%(0) | e

d_|+d,50)+ds"V0)++d 500

sono uguali fra loro se e solo se

¢, =d,, ¢,=d,, ....,c,=d, p

Esempi

435(0)+95" (@:BK@(O) +950 (oﬂ Vero
7+35(0)+98" (0) =7 +35(0)+ 45" (0) Falso
7+35(0)+ 958" (0) =7+35(0)+ 95" (0)+ 25 (0) Falso
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Mc128k
Nota
Non conta il primo termine!

Mc128k

Mc128k

Mc128k

Mc128k

Mc128k

Mc128k

Mc128k
Ci servirà per eguagliare le equazioni differenziali di entrata e uscita interpretate in senso distribuzionale


Ritorniamo all'esempio 1niziale: I'eq. diff. di X interpretata in
senso distribuzionale ¢

D y(t)+2y(t) =2Du(t) + 2u(t)
Deve essere soddisfatta per ogni f € R compresi gli istanti di

discontinuita.

Dy, +(y, = y)0(0)]|+2y, =2[Du, +(u, —u_)5(0)]+2u,

Dy, {wé‘ (O)]+ 2y, =2Du, @m — u__)Jé‘ (0)H2u,
V=Y. =2u, —u_)
=y, =y_+2u, —u_)=1+2(1-0)=3!
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Mc128k

Mc128k

Mc128k

Mc128k

Mc128k

Mc128k

Mc128k


Insieme dei behaviors

Dato un sistema dinamico 2 descritto dall'eq. differenziale

i aD'y =i b.D'u
i=0 i=0

s1 definisce insieme deil behaviors di X

B = {(u,y) e PC” x PC™ : Zn:aiD*iy =ibiD*iu}
i=0 i=0

L'equazione differenziale € soddisfatta in senso distribuzionale

per ogni t € R.
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Le condizioni niziali associate a X al tempo # =0 sono

2(0),D(0), ... [D'p(0)

u(0), Du(0), ... ,D"'u(0)
Se t =0 ¢ 1stante di discontinuita emergono le condizioni
al tempo 0— ¢ al tempo 0+.

Le relazioni fra 1 valori al tempo 0 —

y,Dy, ... ,D"'%; u,Du, ... ,D"u

e quelli al tempo 0+

v.,Dy., ... .D"'y; u,Du, ...,D"u

+

sono determinabili uguagliando le espressioni impulsive

dell'eq. differenziale al tempo ¢ = 0.
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Evidenziato

Mc128k
Evidenziato

Mc128k
Evidenziato

Mc128k
Evidenziato

Mc128k

Mc128k

Mc128k

Mc128k

Mc128k


Relazioni fra le condizioni iniziali in un istante di discontinuita (p >1)

y.=y_,Dy,=Dy_, ... ,D Dply_ [p=n—m]
_ an 0 0 _
a. a, : i
aP+2 an O
[/ 5T
\! dall a,. ayl a, | Dly+ Dly— PR— C
bm O | l/l —Uu_ )
m—1 bm Dl/l+ — Du_
b, b 0
b1 bz bm—l bm | _Dm_1u+ — Dm_lu_ _)_/Q-V»
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Mc128k
Matita

Mc128k

Mc128k

Mc128k

Mc128k

Mc128k

Mc128k

Mc128k

Mc128k

Mc128k

Mc128k

Mc128k

Mc128k

Mc128k

Mc128k

Mc128k


Relazioni fra le condizioni iniziali in un istante di discontinuita

Lez. 5-2015
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Dy, —Dy_
a 0
an_l an ] _Dn—1y+ _Dn—l
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+

p=n—m

(o =0)
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Mc128k

Mc128k


= W:z{f:R—)]R:feCl"”/\fezCl“’w}
Proprieta - Sia (u(¢), y(¢)) € B con u(¢) funzione discontinua.

Se p =0 allora anche l'uscita y(¢) € una funzione discontinua.

Se p >1 allora y(¢) e C*™~.
Dim.: Casop=0 = a,(y,-y.)=b (u, —u_) ..
Casop>1 = y, =y _,Dy,=Dy , ... ,D"'y, =D"""y ,
a,(D°y,=D"y )=b,(u, —u_) O
Proprieta - relazione fra 1 gradi di continuita dell'ingresso e dell'uscita
Sia (u(t), y(t)) € B e p € N. Allora

u)eC” < y)eC”™””, u(t)eC"” < y(t)eC’

Dim. (cenno):

Se p = 0 occorre provare u(t) e C** < y(t) e C** e u(t) e C*”* < y()eC’™
a,(D’y, ~D’y_)=b, (u,~u_)
a, (Dpy+ _Dpy)+an (Dp+1y+ —DP+1y_) =b, (u+ —ui)+bm (Du+ —Du_) ... O
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[barra] = Grado massimo di continuità

Mc128k
Matita


Un cenno storico sulle funzioni impulsive
Heaviside (1893) — calcolo operazionale

van der Pol (1929) — introduce il termine “funzione
impulsiva”

Dirac (1930) — introduce la “delta” [©
Sobolev (1936) — concetto di “soluzione debole”

Schwartz (1951) — sistemazione rigorosa
dell'argomento: teoria delle distribuzioni.
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Mc128k
Nota
E altri millemila operatori e funzioni a suo nome.

Egocentrico


| concetti introdotti dalla lezione:

* || problema delle funzioni discontinue ed il metodo di
smoothing

* Introduzione euristica alle funzioni impulsive

 Derivata generalizzata (distribuzionale) di una funzione
derivabile a tratti

* Definizione distribuzionale dell’insieme dei behaviors

* Relazioni fra le condizioni iniziali in un istante di
discontinuita

* Relazione fra i gradi di continuita dei segnali di ingresso e
di uscita
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