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è solo la descrizione formale di uno spazio formato da funzioni impulsive (delta di dirac) di diversi ordini con relativi coefficienti reali
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Esempi di trasformate di Laplace di funzioni impulsive : 
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Mc128k
Nota
Come con trasformata di Fourier, a delta corrisponde contenuto in tutte frequenze, rappresentato da retta orizzontale. Qui è la stessa cosa, ma con un piano
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Rimangono le proprietà di linearità
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La trasformata della derivata generalizzata  
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Definizione di derivata generalizzata
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Proprietà linearità
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derivate generalizzate di ordine superiore 
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Estensione dell’insieme dei behaviors 
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Ancora l'equazione differenziale è soddisfatta in senso distribuzionale 
per ogni .t∈\ ∗⊂� �

Mc128k
Stessa definizione dei behaviours che abbiamo già visto, ma invece che la derivata consideriamo quella generalizzata
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Nota
Come se trattasse la conservazione della quantità di energia entrante e uscente dal sistema
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Nota
Si annullano a vicenda, rimangono gli estremi
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Nota
Porto a grado i (e non i-1) integrando all'interno

Mc128k
Nota
I guadagni statici si annullano
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Il problema fondamentale dell’analisi nel 
dominio del tempo di un sistema Σ 
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Ho un sistema in uno stato (sia delle entrate che delle uscite) ben definito e sto applicando una azione forzante (un nuovo input che cambia lo stato in entrata), voglio sapere come cambia l’output
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Estraggo un termine dalla sommatoria, non si applica la derivata, quindi è semplicemente la trasformata
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Nota
Ti ricordi la soluzione della omogenea associata e l'integrale particolare? Stessa cosa praticamente.

Mc128k

Mc128k

Mc128k

Mc128k

Mc128k
Compaiono solo qui le variabili di stato all’istante iniziale, quindi questo pezzo di equazione (e non è un insulto) determina come si comporta il sistema in base ad esso
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La f.d.t. del sistema dinamico  introdotto è
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Proprietà :  
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Si definisce f.d.t. di un sistema la funzione di variabile complessa  ( )
per la quale è valida la relazione
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y t G s u t
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Def. - Funzione di Trasferimento

����������������������������$ $

  con  ( ) 0, ( ) 0  per 0.u t y t t∈ = = <�

E' un modello matematico alternativo all'eq. diff.
Se le condizioni iniziali sono tutte nulle (sistema in quiete per 0 ) :
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t
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Mc128k
Evidenziato

Mc128k
Evidenziato

Mc128k
Evidenziato

Mc128k
Evidenziato
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Evidenziato

Mc128k
Casella di testo
G = GAIN

Mc128k
Non c’è evoluzione libera (?)

Mc128k
Lo scriviamo in questo modo, è la stessa cosa

Mc128k
Si annulla la seconda parte dell’equazione
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Soluzione generale dell'equazione differenziale
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Mc128k
Nota
Antitrasformata risposta libera, si può staccare per linearità (somma)

Mc128k

Mc128k

Mc128k

Mc128k

Mc128k

Mc128k

Mc128k

Mc128k
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Mc128k

Mc128k

Mc128k
Risposta all’impulso (dominio del tempo)

Mc128k

Mc128k
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Quando ( ) è una funzione razionale è normalmente più
conveniente antitrasformare direttamente 
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Mc128k
Evidenziato

Mc128k
Evidenziato
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• Def. :  Un sistema Σ si dice (strettamente) proprio se la sua 
funzione di trasferimento è (strettamente) propria. 
Quindi: 

Se  n ≥ m  (ρ ≥ 0)  ↔  Σ proprio;   se n > m  (ρ ≥ 1)  ↔  Σ strettamente proprio. 

• Def. (guadagno statico di Σ) 

É il rapporto fra il valore costante dell’uscita e il valore costante 
dell’ingresso ( ≠ 0 ) quando Σ è all’equilibrio: 

0

0

Dall'equazione diff. si deduce:             (0)bK K G
a

= ⇒ =

( ):    con  ,  e  0c
c c c

c

yK u y u
u

= ∈ ≠� 

: n mρ = −

Mc128k
Evidenziato

Mc128k

Mc128k

Mc128k

Mc128k

Mc128k

Mc128k

Mc128k
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2

2

Normalmente i poli sono le radici di  ( ) 0  ma ... 
5 4Se  ( )

( 1)( 2)( 3)
 { zeri di  }  { 4},  { poli di  }  { 2, 3, 3}

a s
s sG s

s s s

=

+ +
=

+ + +
⇒ Σ = − Σ = − − −

0 0

0

Dato il sistema  descritto dall'eq. diff.  ,

il polinomio  ( )   è detto polinomio caratteristico di .
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i i
i i

n
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i
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a D y bD u

a s a s
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=

Σ =

= Σ

∑ ∑

∑

Def. (Polinomio Caratteristico di Σ)

Nota: È il polinomio a denominatore della f.d.t. G(s). 

Sono i poli e gli zeri della f.d.t. ( ) di .G s Σ
Def. - poli e zeri di Σ

Mc128k

Mc128k

Mc128k
(s+1)(s+4)
s^2+5s+4

(s+1) si annulla al denominatore!
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• Def.  (modi del sistema dinamico Σ ) 

Sono le funzioni “tipiche” associate ai poli di Σ secondo la regola: 

Se  p  è un polo reale di molteplicità  h : 
pthptpt ettee 1 ,    , , −"

Se σ ± j ω  è una coppia di poli complessi coniugati di molteplicità h: 
)(sen,   ),(sen ),(sen  1

2
 

1
 

h
thtt tetttete ϕωϕωϕω σσσ +++ −"

{ } { }

2

3 2 2

4 4 2 4 5
1 2

( 1)( 2 7)( )
( 4) ( 5)[( 1) 4]

modi di   , , , ,  sen(2 ),  sen(2 )t t t t t t

s s sG s
s s s

e te t e e e t te tϕ ϕ− − − − − −

+ + +
=

+ + + +

Σ = + +

Esempio: 

Mc128k

Mc128k

Mc128k

Mc128k

Mc128k

Mc128k

Mc128k

Mc128k

Mc128k

Mc128k

Mc128k

Mc128k

Mc128k
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• Proprietà (risposta libera e modi di Σ ) 

Sia Σ un sistema per il quale i poli coincidono con le radici del 
polinomio caratteristico (a(s) e b(s) sono coprimi fra loro). Allora 
la risposta libera è una combinazione lineare dei suoi modi.   

[ ]

1 1
1 1

1 0 1 0
lib.

.:

  
( )

( )

n i m i
i j j i j j

i i
i j i j

a D y s b D u s
L y t

a s

− −
− − − −

− −
= = = =

−
=
∑ ∑ ∑ ∑

Dim

Il numeratore è un polinomio di grado £ n – 1 dipendente dalle c.i. 
Dall’assunzione fatta i modi di Σ sono associati alle radici di a(s) = 0 . Quindi 
dallo sviluppo in fratti semplici segue la tesi …                                              
 

Nota:  {poli di Σ} Í {radici del pol. carat. di Σ}  

{poli di Σ} = {radici del pol. carat. di Σ} se a(s) e b(s) sono coprimi. 

Mc128k
Evidenziato

Mc128k
Non si possono eliminare termini tra numeratore e denominatore

Mc128k

Mc128k
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• Non tutti i sistemi dinamici lineari e stazionari sono caratterizzati 
da f.d.t. razionali. 

Esempio: il sistema denominato “ritardo finito”. Se u(t) è il segnale 
all’ingresso, il segnale all’uscita è y(t) = u(t-t0)  dove t0 è il tempo di 
ritardo. 

[ ] [ ] [ ] 0 0
0( ) ( ) ( )         ( )t s t sy t u t t u t e G s e− −= − = ⇒ =$ $ $

In generale, i sistemi dinamici lineari e stazionari retti da eq. diff. 
alle derivate parziali hanno f.d.t. trascendenti (non razionali). 
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[ ]

[ ]

( )   impulso unitario (delta di Dirac)     ( )  1
11( )   gradino unitario                                1( )  

1( )    rampa unitaria                        

t t

t t
s

t t

δ δ =

=

⋅

Segnali tipici per l'ingresso di Σ :
$

$

[ ] 2

2 2
3

1      1( )

1 1 11( )   parabola unitaria                      1( )
2 2

t t
s

t t t t
s

⋅ =

ª º⋅ ⋅ =« »¬ ¼

$

$

• Def. Risposta canonica 

É la risposta forzata di Σ ad un segnale tipico all’ingresso. 

Mc128k
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( )

[ ]1

Le risposte canoniche usualmente adottate sono:
( )  risposta all'impulso ( ) o 
( )   risposta al gradino 1( ) o 
( )  ( )  0 per   0  

( ) ( ) ,  (

s

s

s

g t t
g t t
g t g t t

g t G s g

δ

−

≡
≡

= = <

=

risposta impulsiva
risposta indiciale

$ 1 1) ( )t G s
s

− ª º= « »¬ ¼
$

( )

*

0

( ) ( ),    ( ) ( )

per i sistemi strettamente propri  ( ) ( )

t

s s

s

g v dv g t g t D g t

g t Dg t
−

= =

=

∫

Proprietà

Mc128k
Nota
Semplicemente al posto di U(s) applica la trasformata di 1(t)

Mc128k

Mc128k

Mc128k

Mc128k


Mc128k
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( ) ( )

( )* *

0 0

  ( ), ( )                       1( ), ( )

                                                                  

             , ( )         1( ), ( )  

          

s

t t

s

t g t t g t

δ(v)dv g v dv D t D g t

δ ∗

∗ ∗

− −

∈ ∈

⇓ ⇓

§ ·
∈ ∈¨ ¸

© ¹
∫ ∫

Dim. : � �

� �

( )*

0

                                                         

             1( ), ( )                  ( ), ( )   

                                                                   

  

t

st g v dv t D g tδ ∗

−

⇓ ⇓

§ ·
∈ ∈¨ ¸

© ¹
⇓ ⇓

∫ � �

( )

*

0
0 *

            ( ) ( )                       ( ) ( )

              Se  1    ( )     ( ) ( )    

t

s s

s s s

g v dv g t D g t g t

g t C D g t Dg tρ
−

= =

≥ ⇒ ∈ ⇒ =

∫
\ ,
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for.

for.
0

 (integrali di Vaschy)
Nota la risposta al gradino ( ) , la risposta forzata  

( ),  0 effetto dell'azione forzante ( ),  0 
è determinabile come:

       ( ) ( ) ( ) (0

s

t

s

g t
y t t u t t

y t u v g t v dv u

≥ ≥

′= − + +∫

Proprietà

for.
0

) ( )

       ( ) ( ) ( ) (0 ) ( )

s

t

s s

g t

y t g v u t v dv u g t′= − + +∫

Mc128k
Nota
È la stessa cosa, convoluzione

Mc128k

Mc128k

Mc128k

Mc128k

Mc128k
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[ ]

[ ] [ ] [ ] [ ]
[ ]

for.

for.

1( ) ( ) ( ) ( ) ( );     

( ) ( ) (0 )   ( ) ( ) (0 ) ( ) (0 ) ( )

Applicando il teorema di convoluzione :

( ) ( )

1 ( ) (

(0

)

( ) ( ) (0 ) (

)

)

s

sY s G s U s G s sU s
s

u t sU s u sU s u t u u t u t

y (t) g v u t

G s g t
s

sU s u t u t

v u δ

δ

δ

= = ⋅

′ ′ ′= − + ⇒ = + + = + +

′

=

′= + +

= − + +

Dim. :

$ $

$

$ $

$

( )

( )

0

0 0 0

for.
0

for.
0

( )

 ( ) ( ) ( ) (0 ) ( ) ( ) ( ) (0 ) ( )

Da ( ) (0 ) ( ) ( )

analogamente si ottiene  ( ) ( ) (0 ) ( )                

t

t t t

s s s s

t

s

t

s s

t v dv

g v u t v dv g v u t v dv g v u t v dv u g t

y (t) u v u v g t v d

y (t) u v g t v dv u g t

δ

δ τ

−

′ ′= − + + − = − + +

′= + + −

′= − + +

∫

∫ ∫ ∫

∫

∫ ,
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I concetti introdotti dalla lezione: 

• Sequenze e funzioni impulsive 

• Trasformate delle derivate generalizzate 

• Estensione impulsiva dell’insieme dei behaviors 

• Risposta forzata e risposta libera 

• Funzione di trasferimento 

• Soluzione generale dell’equazione differenziale 

• Guadagno statico, polinomio caratteristico, poli e zeri, modi 

• Risposta impulsiva e risposta indiciale 
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