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Stabilita dei sistemi dinamici (lineari)
=

 Stabilita (alle perturbazioni) di un sistema dinamico
(stabilita di punti di equilibrio a seguito di perturbazioni).

« Stabilita BIBO (Bounded-Input Bounded-Output) di un
sistemi dinamico (stabilita della relazione causale ingresso-
uscita).

» Un algoritmo per studiare la stabilita: il criterio di Routh.
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Stefano
L’andamento asintotico è principalmente influenzato dalla parte reale dei poli


Stabilita: definizioni e teoremi

S1 consideri il sistema dinamico X descritto dall’eq. diff.
ZaiDiy =Zbl.Diu
i=0 i=0

I punti di equilibrio di X sono [BC
caratterizzati da valori costanti nel
tempodi u ed y (u.y,)eR? G(0)

OUT 4 —

soddisfacenti la relazione: !
yc:G(O)uc 2 Z/tcEIR ’ @
G(s) fdt dis,

S G(0) = b guadagno statico di 2.
a

0 Caratteristica statica di >
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Mc128k
Nota
Se l'entrata non cambia, allora l'uscita rimane invariata

Mc128k

Mc128k

Mc128k

Mc128k

Mc128k
Se u(t) non cambia, tutte le derivate sono zero, quindi non servono gli altri termini


* Per lo studio della stabilita de1 punti di equilibrio di X s1 scelga
’origine della caratteristica staticadi X: u,=0,y.,=0.Come
vedremo tale studio porta alle medesime conclusioni per qualsivoglia
punto di equilibrio.

e Per semplicita assumiamo a(s) € b(s) coprimui fra loro.

* Il punto di equilibriou,=0,y.=0 venga perturbato nell’intervallo
temporale [t,, 0), t, <0 mediante una perturbazione introdotta con il
segnale di ingresso.
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stabilita asintotica
Lez. 8 - 2015 La stabilita dei sistemi dinamici 4



Mc128k
Si considera la stabilità a seguito di perturbazioni
Ci interessa capire come esse agiscono sul sistema
La più importante è una perturbazione introdotta all’ingresso, ma può avvenire anche sull’uscita y in modo da modificare le condizioni iniziali

Mc128k
Coefficiente esponenziale positivo

Mc128k
Coefficiente armonico

Mc128k
Il sistema evolve secondo la combinazione lineare dei modi del sistema


u(t)=0 pert<t,, u(t)#0 per te[tO,O), u(t)=0 pert=>0
y(t)=0 pert<t,, y(t)=0 per te|t,,0), y(t)=y, (1) pert=0

Conseguenze: l'uscita € 1n evoluzione libera per >0

Vi, (£) = C' [YL(S)]
Zn: ialDi_H y_ s’ —i ibiDH_j u s’

Fi () =

n

a.s

i
i=0
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Mc128k
Evidenziato
TUTTA una evoluzione libera, non c'è nessun contributo forzato perché u(t)=0 per t > 0


Comportamento della risposta libera y,, (¢) a seguito delle

perturbazioni introdotte : \M |

® Vi, (¢) limitata su [0, +o0): punto di equilibrio stabile.
® Vv (¢) non limitata su [0, +o0): punto di equilibrio instabile.
® i, (#) limitata su [0, +o0) e convergente a zero per { — +00:

punto di equilibrio asintoticamente stabile.

Proprieta: Per il sistema lineare ¥~ il comportamento della risposta
libera a seguito di perturbazioni su di un punto di equilibrio rimane
il medesimo per qualsivoglia altro punto di equilibrio. 5
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Mc128k
Evidenziato

Mc128k
Evidenziato

Mc128k
Evidenziato

Mc128k
Evidenziato

Mc128k
Evidenziato

Mc128k
Evidenziato

Mc128k
Evidenziato

Mc128k

Mc128k

Mc128k

Mc128k
si ha sempre una risposta stabile, instabile o asintoticamente stabile, non dipende dall’entrata ma dal sistema stesso

Mc128k

Mc128k


Dim.: per semplicitasian =2, m=1
a,D’y+a,Dy+a,y=bDu+byu

Per 1l punto d1 equilibrio (0,0) la proprieta di stabilita/instabilita

¢ associata all'evoluzione libera descritta da

azDzy(o,O) (1) +a,Dy .0, (1) + Y0, (1) =0 per >0

Consideriamo 1l punto di equilibrio (u,,y.) con u, # 0 ed indichiamo

cony, ,,(¢) larisposta libera a seguito di una perturbazione:

2
a,D Yw ) (1) + alDy(uc, ) (t)+a, Yow ) (t)=byu, pert>0
:;;;ﬁs:\_///‘\\\ ;};(llc ,}Q;) (:ti)

. u() () , ;
'.’
o
“
o
1 S5
! -
1 s Ya, e
“a ¢:‘. . :‘ * :‘ “

! 1

.
————————————————————————————
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Mc128k


a,D*y.0)(1) + @Dy, o (1) + @y .0, (1) =0 per >0
Dim. (cont.):
Introduciamo 1l cambio di variabile y(¢) = y(¢) + v,
pert>0siay, . ()=, O+,
= a,D’§,, , ,(O+aD§, , (O+a,5, , (O)+ g, = bai] pert>0
a2D2 j(uc ) (1) + ale/(uC’yc) (1) +a, )7(%, ) (t)=0pert>0

Il comportamento della risposta libera y,, , ,(¢) ¢ quindi 1l medesimo

di yg o, (0)- .

Conseguenza: possiamo parlare di stabilita/instabilita del sistema
anziché di stabilita/instabilita di un punto di equilibrio.
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Def. : Stabilita (alle perturbazioni) di un sistema dinamico lineare
Il sistema lineare X si dice: N\~

1. STABILE se per ogni perturbazione m{t) ¢ limitata s% [0, +00).
2. ASINTOTICAMENTE STABILE se ¢ stabile ed inoltre

NN

lim y, (¢) =0 per ogni perturbazione introdotta.
[—>+0© ' \r—/

3. SEMPLICEMENTE STABILE se ¢ stabile ed inoltre esiste
una perturbazione per la quale o ¢ \/\/\/«

11m 1 Vi, )=y, #0 v non esiste hm Vi, (t)

4. INSTABILE se non ¢ stabile. ~_ %\/\/
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mc128k


Mc128k
Evidenziato

Mc128k
Matita

Mc128k


Teorema (poli di X e stabilita)

Sia 2 un sistema lineare per 1l quale 1 poli coincidono con le radici del
polinomio caratteristico (a(s) e b(s) sono coprimi fra loro).

Y ¢ stabile se e solo se tutti 1 poli hanno parte reale non positiva e gli
eventuali poli puramente immaginari sono semplici

X ¢ asintoticamente stabile se e solo se tutti 1 suo1 poli hanno parte reale
negativa. ®

> ¢ Semplicenmente stabile sc e solo se tutti i poli hanno parte reale non

positiva e quelli puramente immaginari (CHEICVONOICSIStere) sono ®

semplici.

X ¢ instabile se ¢ solo se esiste almeno un polo a parte reale positiva o un
polo puramente immaginario con molteplicita maggiore di uno.

Lez. 8 - 2015 La stabilita dei sistemi dinamici
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mc128k
Gli zeri non sono importanti per la stabilità

Mc128k
Evidenziato

Mc128k
Evidenziato

Mc128k
Evidenziato

Mc128k
Evidenziato

Mc128k
Nota
I poli immaginari creano oscillazioni, se la parte reale è negativa le oscillazioni vengono sempre più smorzate

Mc128k
Nota
Almeno un contributo esponenziale

Mc128k
Nota
Anche lo zero è puramente immaginario

Mc128k

Mc128k
semplici = molteplicità 1?
su asse immaginari?

Mc128k

Mc128k


Nota: Se a(s) e b(s) non sono coprimi fra loro, 1l teorema di stabilita ammette la
medesima formulazione sostituendo 1 “poli” con le “radici del polinomio
caratteristico”.

Esempi: X~ con f.d.t. G(s) =b(s)/a(s)

s)= st — X ¢ semplicemente stabile
s(s+5)
Gt 5 g instabile
s (s+12)(s+50)
G(s)= (s 24)(S ) — X ¢ asintoticamente stabile
(s+7)" (s+50)
Gis)="BFTDET) 5 instabile

(s —3)(s+50)
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Stabilita ingresso-limitato uscita-limitata
(stabilita BIBO, bounded-input bounded-output)
Def. (stabilita BIBO)

> ¢ BIBO stabile se per ogni azione forzante limitata la
corrispondente risposta forzata ¢ anch’essa limitata.

Formalmente: [” f (t)”oo = sup| f (t)@
V (u(t),y(t))e B con u(t)=0, y(t)=0pert<0 e [u®) <+oo
= |y@)||, <+

Teorema (Stabilita BIBO)

+oo [
> ¢ BIBO stabile se ¢ solo se j ‘ g(f)‘dr < 400,
0
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Mc128k

Mc128k

Mc128k
funzione trasferimento nel dominio del tempo? Risposta all’impulso?

La risposta all’impulso ha una energia finita?


Dim. : sufficienza

+00 +00

y() = [ gt —)dr = |y(0)|< [ |g(0)|jutt-1)|dz s[ [ g(r)|dr]-||u(t)||oo

necessita : Occorre provare che la stabilita BIBO implica la limitatezza
dell'integrale improprio. Si ragiona per assurdo: si ipotizza che

l'integrale sia illimitato e quindi per M > 0 grande a piacere esiste

t,> 0 tale che j lg(z)|dr =M.
0

y(t) = jg(r)u(tl —7)dr sisceglie u(t) > u(t,—7)=signg(r) Vrel0,t]

4

y(t) = [ g()sign g(v)dz = [[g(e)|dr = M

0
l'uscita assume valori illimitati in risposta ad un ingresso limitato... m
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Mc128k
Convoluzione con l’entrata


S1 assuma a(s) e b(s) coprimi fra loro. Vale quindi la seguente
equivalenza.

Teorema (Equivalenza tra Stabilita BIBO e Stabilita
Asintotica)

Y. ¢ BIBO stabile se e solo se X € asintoticamente stabile.

Lez. 8 - 2015 La stabilita dei sistemi dinamici
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Mc128k
Evidenziato


I1 Criterio di Routh

S1 considert 1l sistema lineare X descritto dall'eq. diff.
Y aD'y=>bDu; lasuafdt & G(s)=b(s)/a(s)
i=0 i=0

con a(s) polinomio caratteristico di 2.

Def. (Equazione caratteristica)
Dato 1l sistema X 1'eq. a(s) =0 ovvero
as"+a s +-+as+a,=0

¢ detta equazione caratteristica di 2.

La stabilita di X ¢ associata alle radici dell’eq. caratteristica.

Lez. 8 - 2015 La stabilita dei sistemi dinamici
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Mc128k
Evidenziato

Mc128k
Evidenziato


* Def. (Polinomi di Hurwitz)

Un polinomio a(s) ¢ detto di Hurwitz o hurwitziano se tutte le sue
radici hanno parte reale negativa. g

* Proprieta

S1 assuma a > 0. Il polinomio a(s) € hurwitziano solo se tutti 1 suoi
coefficienti sono positivi.

Dim.: Se le radici di a(s) hanno tutte parte reale negativa allora =
a(s)=a, (s+n)(s+n,)-(s+ 77,6)(5*2 +20w,,5+ @, ) : '(S2 +20,w,5 + @, )
n>0 i=1,...,k

w >0 i=1,..,1

0.€(00,1) i=1...,1

Quindi sviluppando tutti 1 prodotti si deduce che 1 coefficienti sono positivi

in quanto somme di termini positivi... m
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Mc128k
Se esistono coefficienti 0 oppure negativi non è sicuramente asintoticamente stabile. Tutti i coefficienti maggiori di 0 NON sono una condizione sufficiente

Mc128k
Evidenziato

Mc128k
le radici sono i poli nel nostro caso, quindi il sistema è stabile

Mc128k
quindi se esiste almeno un segno negativo nel polinomio, siamo sicuri che il sistema sia instabile


E possibile determinare il segno delle radici di a(s) (Re > 0, Re =0,

Re < 0) mediante la cosiddetta 7Tabella di Routh.

» Costruzione della Tabella di Routh

n

Yo.1
Y11
Va2
V3.1

7/}1—2,1
7/11—1,1
?/n,l

Lez. 8 - 2015

0,2
V12
V20
V32

yn—2,2

Y03
Y13
V23
V33

La stabilita dei sistemi dinamici
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Mc128k
Evidenziato


* Regole di costruzione della T.d.R. (algoritmo base)

1. Le prime due righe riportano in modo altemori coefficienti di a(s):

_ _y — 4 g
Youa =4, Yoo2=4,5 Vo3 =a4,.4 W /o S

Vip=qy N2 =4,5 Vi3~ 4, ’({ 52 T
Ove non esplicitamente definiti 1 coefficienti a assumono 1l valore d1 zero.

2. Le righe successive vengono definite dalla regola (k=2, 3,... , n):

V2.1 j7/ k=2, j+1
o Vit Vieja|  VicinVi—a, o1 = V2V k-1,
Vkj = -
Vi-1.1 Vi-1.1
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Mc128k
Matita

Mc128k
Nota
I coefficienti numerici davvero non mi aiutano per niente

Mc128k


e Teorema (di Routh)

S1 assuma che la tabella d1 Routh possa essere completata. Allora ad
ogni variazione " di segno, degli elementi consecutivi della prima
colonna, corrisponde una radice a parte reale positiva, ad ogni
permanenza corrisponde una radice a parte reale negativa.

e Criterio di Routh

I1 polinomio a(s) ¢ hurwitziano se e solo se I’associata tabella di
Routh puo essere completata (con 1’algoritmo base) e presenta nella
prima colonna solo permanenze di segno.
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Mc128k
Evidenziato

Mc128k
Evidenziato

Mc128k
Matita


Esempi :
s —4s°+5+6=0 (radici —1,2,3)

3 | 1 O

2 - 6 0 due variazioni = {n.radici eC,}=2
46 5

1 =5 0 una permanenza = {n.radici e C_}=1

0 6

25* +5° +357 +55+10=0 (radic1 0.7555% j1.4444,—-1.0055+ j0.9331)

412 3 10 O

311 5 0 O

21-7 10 0 due variazioni = {n.radici eC,}=2
45 due permanenze = {n.radici eC_}=2

| 7 0

0] 10
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* Proprieta

Durante la costruzione della tabella di Routh 1 termini di una stessa
riga possono essere moltiplicati tutti per uno stesso coefficiente
positivo senza che c10 modifichi le variazioni (o permanenze) di
segno nella prima colonna.

Esempi :
414 5

313 2

217 3

115 0

013

4s* +35° +55° +25+1=0
1 0
0 O
0 (non si ¢ diviso per 3)
(non si ¢ diviso per 7)

Tutte permanenze => tutte radici con parte reale negativa

Lez. 8 - 2015
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Mc128k
Evidenziato


s +7s*+6s+15=0

7 15 0
2 0 0 (s1 € diviso per 3)
3 0 (s1 € diviso per 5)
0

2

due variazioni = {n.radici €C,_}

due permanenze = {n.radici e C_} =2

Lez. 8 - 2015 La stabilita dei sistemi dinamici
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Casi singolari nella Costruzione della Tabella di Routh
a) Il primo elemento di una riga ¢ zero.

b) Tutti gli elementi di una riga sono nulli.

Prosecuzione della tabella nel caso a)

2. Metodo di Benidir-Picinbono (1990): algoritmicamente
semplice € sempre risolutivo.

Lez. 8 - 2015 La stabilita dei sistemi dinamici
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Mc128k
Evidenziato

Mc128k
Evidenziato

Mc128k

Mc128k
è quello che si trova in molta documentazione online


Metodo di Benidir-Picinbono

Ogni riga, non nulla, che inizia con p zeri viene sommata con la
riga da questa ottenuta moltiplicandola per (-1)P e traslandola verso
sinistra di p posizioni. La tabella di Routh viene poi continuata ed
interpretata nel modo usuale.

Esempio: a(s)=s"+35s-2=0
31 3 0

UK
2" 2 OJO ~ 1 una variazione = n_ (a)=1

1.2 2 2 0" = due permanenze = n_(a)=2
114 O
0|2
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Mc128k

Mc128k

Mc128k


Prosecuzione della tabella nel caso b) \ Do o0 0

Tutt1 gli elementi di una riga sono nulli: quando 1l polinomio a(s)

non ha radici nell’origine ( a, # 0) questo accade sempre su di

una riga dispari.

Vi—oit  Vn—in  Vao2iz 0 Vasziis 0

. 2i 2 2i-4 2
B(s) = Vi—2i1S T V228 @+ V23S Tt V0SS TVau2iin

L'eq. ausiliaria¢ quindi  f(s)=0
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Mc128k
Evidenziato

Mc128k
Evidenziato

Mc128k
Evidenziato

Mc128k
Matita

Mc128k

Mc128k


Proprieta

1. Il polinomio ausiliario £(s) divide a(s). Quindi esiste un polinomio
a(s) tale che a(s) = a(s)S(s).

2. La prima parte della tabella (fino alla riga 27) da informazioni sul

segno delle radici di a(s).

Proprieta (simmetria delle radici del polinomio ausiliario)

Le radici del polinomio ausiliario £#(s) sono disposte simmetricamente
rispetto all'origine del piano complesso.

Dim. (cenno) Nel polinomio £(s) mancano 1 termini dispari...

Quindi o *+ jw ¢ radice di f(s) se e solose —o * jw ¢ radice di £(s)

=
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Mc128k

Mc128k
Evidenziato

Mc128k
Non menziona da qualche parte che beta va derivata??


* Corollario

[’equazione ausiliaria f(s) = 0 ha tante radici a parte reale negativa
quante sono quelle a parte reale positiva € puo anche presentare radici
puramente immaginarie.

 Come proseguire la costruzione della Tabella nel caso b)
1. Sideriva 1l polinomio ausiliario.

2. I coefficienti del polinomio cosi ottenuto sostituiscono gli zeri
della riga nulla.

3. Si1prosegue la Tabella con I’algoritmo usuale: 1n questo caso
pero le permanenze corrispondono anche a radici puramente
Immaginarie.
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Mc128k
Evidenziato

Mc128k
Evidenziato

Mc128k
Evidenziato


a(s) = a(s)p(s)
Interpretazione della Tabella di Routh nel caso di singolarita
completa (caso b))

1. La prima colonna della tabella dalla riga » alla riga 2i da informazioni sul
segno delle radici di (s): una variazione — una radice a parte reale
positiva, una permanenza — una radice a parte reale negativa.

2. La prima colonna della tabella dalla riga 2i alla riga 0 da informazioni
sul segno delle radici di £(s): una variazione — una radice a parte reale
positiva, una permanenza — una radice a parte reale negativa oppure una

radice puramente immaginaria.

La simmetria delle radici di £(s) (pol. ausiliario) permette di stabilire il

segno della parte reale di1 tutte le radici.
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Esempio: a(s)=s°+s" —2s"-3s" 75" —4s—4

6| 1 -2 -7 -4 0

5(1 -3 4 0 0

411 -3 4 0 polinomio ausiliario B(s) =s* —3s> —4
3] 2 -3 0 0  DB(s)=4s’—6s (sié diviso per2)

21 -3 -8 0

1]-25 0

0] -8

n,(a)=1

n,(a) =2 (calcolato come 4 —1-1)

n(a)=2+1=3
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