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« || fenomeno armonico nei sistemi lineari
 La funzione di risposta armonica

* Una rappresentazione grafica: i diagrammi di
Bode
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L’analisi armonica neli sistemi lineari

Un esempio : Applichiamo i1l segnale armonico u(¢) =2sin(z), t >0

ad un sistema con f.d.t. G(s) = 19 ; F -
S-+]Q(///—9t®£
10 10 2 ko k2 k
Y(s)=——-L]2sin(t)|= : = + +
s+1 s+1 m_l\l/s; jos+j
1
k=10, k, =— .O
J+1D)
1 1
y(t)zloe_t+2—0cos {+arg 0 —10€t+10\/§COS(1—£—£j
\/5 ] j+1 2 4
quando t —> +o0: y_(t) = 1042 s1n(t T O
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Mc128k
Possono esistere condizioni iniziali in cui il sistema parte con questo andamento invece che arrivarci asintoticamente

Mc128k

Mc128k

Mc128k
Si scompone in poli complessi coniugati


Piu 1n generale consideriamo un sistema dinamico 2,
asintoticamente stabile, descritto dall'eq. diff. Y a,D'y =>» b D'u
i=0 i=0

(a(s) e b(s) siano coprimi fra loro). La f.d.t. ¢ G(s) = %
a(s

—> G(s) —>

Fenomeno di risposta armonica: Col sistema in quiete, all'istante = 0—,
st applichi u(¢) =Usin(w t), w >0, U > 0. La risposta forzata di X

per t — +oo assume la forma:

v, (1) =Y (o) sen (ot + p(w))

=
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Mc128k
Ampiezza e fase della uscita dipendono dalla pulsazione in ingresso \omega

Mc128k


Def. (funzione di risposta armonica) ©
F:R,,—>C

Y (o) o 9(®)

w— F(w) = U

In virtu della linearita di X, F(®) ¢ indipendente da U.

Teorema (di analisi armonica)

Sia 2 un sistema asintoticamente stabile con f.d.t. G(s) razionale.
La risposta forzata di 2 ad un segnale armonico all'ingresso ¢
ancora, a regime (t —> +oo) , un segnale armonico con la stessa

frequenza dell'ingresso. La funzione di risposta armonica associata

soddisfa la relazione:
F(o)=G(jo)
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Mc128k
Come abbiamo visto risposta ad impulso, a gradino ecc
Utile nel caso in cui si debba analizzare un sistema tramite esperimenti (system identification toolbox, matlab)

Mc128k


Mc128k


Mc128k


Mc128k

Mc128k


Dim.: ¥(s) = G(s)L[U sen ] = G(s) S(f; Ry ch(a; + jo)

dallo sviluppo 1n fratti semplici ...

k k
L ey 4 k. + k. con Rep, <0, i=1,...,n
s— D Ss—p, S—jo s+ jo

quindi  y(#)=y (&))+y (t) , con Ilimy()=0

yt(t)::E{ k 4ot k, } yoo(t)::E{ k + k }

Y(s) =

S— D, S—Pp, S—jo S+ jo
k=Gl)—2  =Glj)-
s+jo|_,, 2

y (1) = 2|G(ja))|%cos(a)t + arg G(jw) —%j = U|G(ja))|sin(a)t + arg G(ja)))

=  F(0)=|G(jw)|e " =G(jw) O
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 La funzione di risposta armonica F(®) ¢ un modello matematico di
> (alternativo all’eq.diff., f.d.t., risposta all’1impulso, risposta al
gradino, ecc. ... ).

F(w) puo essere determinata sperimentalmente ...

 Sfruttando la relazione F(w) = G(jo) la f. di risposta armonica ¢
definibile anche per sistemi non asintoticamente stabili.

 Relazioni fra la risposta armonica G(jo) e 1a risposta all’1impulso
g(t):
( /'\/ +00 .
G(jo) = [ g(t)e "t
0—

) 1 +00 |
g(t)=— | Gjw)e’"dw

27 <

9

\
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Mc128k

Mc128k

Mc128k

Mc128k


* Ponendo G(Jo) = R(w) +j I(w) s1 potrebbe dimostrare:

R(w)= | g(t) cos wt dt
! s

(o) = —Tg(t) sen wt dt

"

g(t) = 2 jR(a)) cos wt dw
Q 0

g(t)= _2 j](a)) sen wt dw
Q 0

« Rappresentazioni grafiche della f. di risposta armonica: diagrammi
di Bode, diagrammi polari (o di Nyquist), diagrammi di Nichols.
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Mc128k
Importanti dal punto di vista della stabilità

Mc128k
Campionato con un rotore?

Mc128k

Mc128k


Guadagni del sistema lineare X

Funzione di trasferimento

(Guadagno dinamico)

G(s)
U
S:=jw U
Funzione di risposta armonica, =0

anche Risposta in frequenza .
P q Guadagno statico

G(0)

(Guadagno armonico)
G(jo)
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I diagrammi di Bode

diagrammi di B. = diagrammi (cartesiani) logaritmici della risposta
armonica oA

g G(jo)=|G(jw)e ™" %/I\ F
o InG(jw)= In |G(ja))|+j arg G(jo)=a+ jp
o a= In|G(jw)|=2,3025 log,,|G(jo)
p=arg G(jo)
* Diagramma delle ampiezze o dei moduli o diagramma a : riporta

1l logaritmo del modulo della r.a. in funzione del logaritmo della
pulsazione .

t

* Diagramma delle fasi o degli argomenti o diagramma p : riporta
I’argomento della r.a. in funzione del logaritmo della pulsazione .
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Mc128k
arg = fase

Mc128k

Mc128k

Mc128k

Mc128k

Mc128k

Mc128k

Mc128k

Mc128k
Divido in modulo e fase

Mc128k
Applico il logaritmo per eliminare l’esponenziale

Mc128k
Divido in parametri


H a
3 4
21
14
= |
0 1 2 3 Inw
A B
0 P
In®
—T/4 4
—t/2 t

* Usualmente nelle ascisse vengono riportati direttamente i valori delle pulsazioni
utilizzando una scala logaritmica in base 10.

» Analogamente, per 1 diagrammi dei moduli, nelle ordinate vengono riportati
direttamente 1 valori de1 moduli (utilizzando una scala logaritmica in base 10).
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Costruzione del grafico logaritmico di |G( ja))| (diagramma del modulo)

A
log,, [G(j)| | |G(jo)
$ 10’ .
. |G(j130)
2410° /_\
11101
107 102100 o 100 107 10 @
3 2 -1 0l 1 2 3 1 ]
0g,, @
o €10 ®
_21102
-3 1103

Esempio:
a |G(,j130)| =21 corrisponde il punto (log,,130,log,, 21) =(2.114, 1.322)
delle scale lineari ed il punto (130, 21) delle scale logaritmiche.
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Mc128k
Qui usa il log10, prima e dopo usa ln… eh??


i)
7’50

Esempio : G(jw)=50
. @ . @
1+ — || 1+ —
10 100
_-_-I_-_H_H;‘h;\ ’
G(jw)| 10° [ il
DLH\ T =
arg G(jw)
(gradi)
60 - T -
\\
90 L . . HR*H__'
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 Alternativamente, per 1 diagrammi de1 moduli, si riporta nelle
ordinate 1l modulo della r.a. espresso in decibel (in questo caso, la
scala delle ordinate ¢ quella solita, cio¢ lineare):

dB =20 loglo‘G(ja))‘

30 7

|Gjo)|
(db)

10 10 10 10°
®

In generale, 1 decibel della r.a. non rappresentano una grandezza adimensionale.
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Vantaggi della rappresentazione logaritmica:

1. ¢ possibile rappresentare grandezze variabili in campi1 molto estesi;

2. ¢ possibile sommare 1 diagrammi di sistemi in cascata;

3. ¢ possibile costruire 1 diagrammi comel somme di diagrammi elementari. |

=1 Gs) | G5 ¥ = | Gt |

G(s)=Gi(5)G,(s)  equindi G(jw)=G,(jo)G,(jo)
In|G(jw)|=1n|G,(jo)|+In|G,(jo)
arg G(jo) =arg G,(jo) +arg G,(j o)
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Mc128k

Mc128k

Mc128k

Mc128k

Mc128k

Mc128k

Mc128k


Rappresentazioni e parametri della f.d.t.

Una f.d.t. razionale G(s)=b(s)/a(s) s1puo scrivere nella
forma (standard) con polinomi monici:

m m—1
G(s) =K. s"+b, 8" +---+b,

n n—1
s'+a, s +---+a,

o nella forma (standard) con poli e zeri:

G(s) - K, (S_Zl)(S_Zz)”’(S_Zm)
(s=p)s—p,)-(s—p,)

K, = costante di trasferimento
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Ipotizzando la presenza di un polo nell’origine di molteplicita h (il valore di h
definisce 1l cosiddetto “tipo” del sistema in oggetto):

G(S):Kl h(S_Zl).“(S_Zm)
S (s=ppa)(s=p,)
¢ da questa s1 puo ottenere

I 1 PRI ) |
= S+— || s+— '”(S2+251a)nls+a)n21 SZ+252wn2S+a)"22)m
G(s) =K,
1 1
Sh S+— || S+— ---(S2+2510)n1S+0)51 SZ+2520)712S+0)52)"'

7, (7,) = costante di tempo ass.ta ad un polo (zero) reale;z,(7,) <0 se il polo (zero) & positivo

w,. (@)= pulsazione naturale ass.ta ad una coppia di poli (zeri) complessi coniugati (@,,, w,. > 0)

3. (8,) = coefficiente di smorzamento ass.to ad una coppia di poli (zeri) complessi coniugati

(5. ,5, € R, coef. di smorzamento in senso stretto solo se &, ,5, € (0,1))
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Mc128k

Mc128k

Mc128k

Mc128k

Mc128k

Mc128k

Mc128k

Mc128k

Mc128k
Lo stiamo scomponento in sistemi di primo e secondo ordine


Q

nl

2
' ' Y S
S (1+rls)(1+rzks~)---(1+251 —+ J
a)nla)n2 .o .'Z'I'Z'2 e o
2 2

G(s)=K, —
0,0, T Ty

. 2
Sh(1+T1S)(1-|-T2S)°'-(1+251 S j
0,

nl

Forma (standard) con le costanti di tempo.

2 2
(1+rl's)(1+r'25)---(1+251' * 4 S,Zj(1+25; 4 szj”'
1

a)nl a)n a)nZ a)nZ

G(s)=K > >
s@Hrls)(Hrzs)---(1+251 - S2 j(1+252 ° 4 S2 j

nl a)nl a)nZ a)n2

K = costante di guadagno

2
b R L B

Se h = 0 (X di tipo zero) , K = guadagno statico. K =K, 2 2
Se h =1 (X di tipo uno), K = guadagno di velocita.
Se h =2 (X di tipo due) , K = guadagno di accelerazione.
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Mc128k

Mc128k

Mc128k



» Rappresentazione della r.a. con le costanti di tempo:

2
)

. 2 .
(1+rl'ja))(1+r'2ja))---(1—,2+2§1' ‘],a)j(l—a).z+25£ ij
@ a)nZ a)nZ

nl nl

G(jo)=K

2 . 2 .
(jw)h(1+lea))(lJrrzja))---(l—0)2+251 ]wj(l—wz+252 fa’j
@ @, )

nl nl

& Diagrammi elementari associati a
a) K
b) (jw)™
c) (I+gw)”

5 SN
d) (1—”—2+25ﬂ]
) @

n n
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Mc128k
Verranno ora illustrati i…


Parametr1 caratteristici della risposta armonica

1. Pulsazione di risonanza w, : W,:= arg m§x|G( ja))|
G(jw

2. Picco di risonanza M, : = M oppure M, =|G(jwy)
IG(j0)|

3. Larghezza di banda B : B =0,~-0, ; 0,>0,=20

®,, = pulsazione di taglio superiore @, = pulsazione di taglio inferiore

IG(0)|
J2

con una r.a. del tipo passa-basso: w, =0, @, 3 |G( ja)tz)| =

con una r.a. del tipo passa-banda:

G(jow
@, 3 |G(ja)t1)| — % € W, < Wy
@, 3 |G(ja)t2)| = M C W, >y

J2
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a) G(jo)=K

KK=0
o o k=0
Ink In|K|
In® Inw
A A
B p
- -
In® Inw
l’
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Mc128k

Mc128k
Una costante semplicemente amplifica, e se è negativa inverte la fase


v
b) G(jo)=(jo)" : 1n(ja))-h=—h1nja)=—h(1n\w\+j§j=—h1na)—j§h

— \
Gy o
1
h
Inm
A
B
In;
—hn/2
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Mc128k

Mc128k

Mc128k


C) G(ja)):(1+ja)r)_1 @1
. 1 ) Inw
In G(jw)=In + ](— arctg C()Z') >
V1+ o't
1
Se w<<— = a=0
T
1 1
Se w>— = a=xIn—
T T
| 1 1
axIn—+In—=—-Inw+1In— ‘
@ T T p |
0 In o, In— In o, Inw
T
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Mc128k

Mc128k


1

@, :=— = pulsazione d'angolo
T

Determinazione pulsazioni@w, e w, : P =—arctg wr

dp _dp  do A 1
d(nw)|,, do dlne)| 1+t " 2

2 S 1. B N R R SN N L WY S

nw,-lnw, Ino -Inae, @, @, 2 ®, o,

w, = 4%1 Inw, =In o, —1n 4,81

8 In w, =1In @, +1n 4,81

w, =, 4,81

-I diagrammi di G(jw) = 1 +J o 7 s1 ottengono per simmetria
ribaltando 1 precedenti rispetto all’asse delle ascisse.

- Se 1 <0, s1ribalta il diagramma degli argomenti.

Lez. 9-2016
Bode
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2

d) G(ja)):(l—a)—2+25j—wj

n a)l’l
4
20—
— arctg a); w<o,
I==
a)l’l
. 1 . T
In G(jow)= In +jpB; P=9—— =0,
w’ 2 w’ 2
l—— +4§2—2 9,
@; ; 20—
n
— arctg ) -7 W>0,
I==
a)l’l
Se w<<w, = a=0
1 CU; 2 2
Se w>w, = arln——=Ih—FS=ho,-ho"'=-2hw+2noe,
@ /@, @
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In
In w

26

Analisi armonica e diagrammi di
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{ma) = In w, —1n4815

Inw,=Inw + In4,81°

Determinazione del picco di risonanza @,

w==" min [(1—142)2 +452u2} 2(1-* ) (~2u) +85%u = 0

Au+du’ +85*u=0 < u'=1-26° & u=+1-26"°

w, = \1-26>  c'¢risonanza per 1-26> >0, 5<—_O 707

G
G(jwy)| 1

GGO)  28v1-6
( 1

oe|l0,— c'¢ risonanza
| %

O € {—,1} non c'¢ risonanza
\

quindi M, =
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o€ {0, %} ild. a ¢ tutto al di sopra del d. asintotico

0€ (% %) ild. o interseca l'asse delle pulsazionia sinistradiln o, (o)

J\

o l= [L,l} i1d. o ¢ tutto al di sotto del d. asintotico
V2

- Perché 1l diagramma o (de1 moduli) diverge pero=0ed o = ®, ?

1 ®

G(s)= <=
L) () u(t) ® 2 vt
W’ | -
U Sz+(1)n2
ut)y=Usenwt , U(s)=— @,
s+
2 3 ;

Y(s)=Gs)U(s)=—2 . Yo VYo, _ U,

(F+f) 9+ (sra) (jo)G+jo)

— kll ; + k12 + k21 ; + k22 — klZ + kZ? + kll ; + kZl ;
quindi 3¢, c,, 0,0, R > p(t)=csen (o,t+¢)+c,t sen (ot +,)
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Larghezza di banda B, :

B, :a)n\/(l—252)+\/(1—252)2 1

2

-Idiagrammidi G(jw)=1- a)_2 12622 i ottengono ribaltando
0, 0,

n n

1 precedenti rispetto all'asse delle ascisse.

-Se 0 <0, siribalta il diagramma delle fasi.
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Punti salienti della lezione:

* |l teorema di analisi armonica

* |l sistema dinamico lineare come filtro

* Rappresentazioni standard di G(s) e G(jw)
* Diagrammi di Bode elementari

* Diagrammi di Bode asintotici
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