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• La buona connessione nei sistemi retroazionati 

• Un metodo grafico per lo studio della stabilità 
nei sistemi retroazionati: il criterio di Nyquist 

• Una misura della distanza dall’instabilità: i 
margini di stabilità 

Lez. 12 - 2015 Criterio di Nyquist e margini di 
stabilità 

2 



Lez. 12 - 2015 Criterio di Nyquist e margini di 
stabilità 

3 

Sistemi retroazionati: il requisito di buona connessione 
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Il sistema retroazionato è  se lim 1 ( ) 0.
s

L s
→+∞

+ ≠
Def. (buona connessione)

ben connesso

La buona connessione è una condizione necessaria per la realizzabilità 
fisica dell’anello di retroazione. E’ una condizione che assumiamo sia 
sempre soddisfatta. 

Mc128k
Se non viene verificato il sistema retroazionato non funziona bene (denominatore tende a zero...)

teorema valore iniziale, il valore iniziale di GH non deve essere -1

Mc128k
L = loop
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Esempi di sistemi in retroazione non ben connessi :
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Mc128k
Fin qui non ci sono problemi per s->infinito
Il problema nasce quando si mette in retroazione

Mc128k
Più poli che zeri, per omega crescente il guadagno va a +infinito, eventuali rumori ad alta frequenza in ingresso producono in uscita un segnale non utile

Mc128k
Provando ad applicarlo al diagramma direi che forma un “ciclo infinito” dove il valore in entrata a G diverge immediatamente



Lez. 12 - 2015 Criterio di Nyquist e margini di 
stabilità 

5 

Il criterio di Nyquist 

È un criterio grafico per lo studio della stabilità asintotica dei 
sistemi retroazionati. 
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• Il sistema retroazionato è stabile asintoticamente se e solo se 
l’eq. caratteristica   1 + L(s) = 0   ha tutte le radici a parte reale 
negativa. 

• Il criterio di N. richiede il tracciamento del diagramma polare 
(o di N.) di  L(jω). 
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Mc128k
Singolarità della funzione Try

Mc128k
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Teorema dell’indice logaritmico (Principle of the Argument) 

Sia Γ una curva chiusa semplice del piano complesso e � la 
regione ad esso interna ( Γ = ¶� ). Sia F(s) una funzione 
analitica su � ad eccezione di un numero finito di poli. Inoltre 
F(s) non abbia su Γ né poli né zeri. Vale quindi la relazione: 

1 arg ( )
2 z pF s n n
π
∆ = −

dove Δarg F(s) denota la variazione dell’argomento di F(s) al 
variare di  s  lungo Γ per un giro completo in senso antiorario ed 
nz e np sono rispettivamente il numero degli zeri e dei poli di F(s) 
su � computati con le loro molteplicità. 

Mc128k
Sviluppo di loraine finito con termini negativi?

Mc128k


Mc128k


Mc128k
Un giro in senso antiorario è 2pi, più giri danno un multiplo di 2pi, quindi dividendo per 2pi si ottiene il numero di giri effettuati (complessivo di entrambe le direzioni che si annullano)

Mc128k

Mc128k

Mc128k

Mc128k

Mc128k

Mc128k
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Nota: Se la curva Γ fosse percorsa in senso orario la relazione sarebbe:  
1 arg ( )

2 z pF s n n
π

− ∆ = −

Esempio: 

piano s
s

Γ
piano immagine

( )F s
iθ

curva immagine

( )

( ) ( )

arg ( ) 2 2 4

3,    1   (zeri e polo con molteplicità unitaria)

1
4 3 1

2
Con la percorrenza oraria di  avremmo: 

1
arg ( ) 2 2 4    4 3 1

2

f i i i

z p

f i i i

F s

n n

F s

θ θ θ π θ π

π
π

θ θ θ π θ π π
π

∆ = − = + ⋅ − =

= =

⋅ = −

Γ

∆ = − = − ⋅ − = − ⇒ − ⋅ − = −

Mc128k
Nel piano è definita una funzione complessa e curva generica che contiene le singolarità. Il piano immagine contiene il risultato della funzione, datogli in pasto la curva a sinistra

Mc128k
Individua i giri che la curva fa attorno all’origine

Mc128k
Conta il numero di “giri” 2\pi
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Corollario (formulazione geometrica del teorema dell’indice log.) 

Assunte le ipotesi del teorema dell’indice log. con la percorrenza di 
Γ antioraria vale la relazione: 

numero di giri, ,
della curva immagine intorno all'origine z pn n
­ ½

= −® ¾
¯ ¿

in senso antiorario

oppure, assunte le ipotesi del teorema dell’indice log. con la 
percorrenza di Γ oraria vale la relazione: 

numero di giri, ,
della curva immagine intorno all'origine z pn n
­ ½

= −® ¾
¯ ¿

in senso orario
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• Applicazione del teorema dell’indice log. alla stabilità dei sistemi 
retroazionati:

R

ρ

R→∞

0ρ →

La curva chiusa di figura percorsa 
in senso orario è detta contorno di 
Nyquist: è composta da una 
semicirconferenza all’infinito, 
semicirconferenze infinitesime 
aggiranti i poli immaginari di L(s) 
e da segmenti dell’asse 
immaginario.

Si osservi che per  0   e  
  

Rρ

+

→ + → +∞
⇒ →^�

{ }: :  Re 0s s+ = ∈ >^ ^
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Si applica il teorema dell’indice logaritmico nella sua formulazione 
geometrica con scelta del contorno di Nyquist quale curva chiusa 
semplice e della funzione 1 + L(s).

+

Condizioni di applicabilità:
 1 ( ) è analitica sul contorno di Nyquist ed è analitica su

    (regione interna al contorno di Nyquist) ad eccezione di
   un numero finito di poli (condizione soddisfa

L s• +
^

tta).
 1 ( ) non deve presentare zeri sul contorno di Nyquist.

  Questi se presenti possono esserci s
Quindi il diagramma polare di ( ) (ov

olo sull'asse
vero di (

 immagin
)) non deve

   att

ario.
 

v
 

ra e
L s L j

L s

ω

• +

 (condizirsare il one da sopun ddito 1 0 sfare).j− +
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+
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Definizioni:
:  n. degli zeri di 1 ( ) appartenenti a 
:  n. dei poli di ( ) (o di 1 ( ) ) appartenenti a 

n. di giri in senso orario della
: curva immagine di 1 ( ) sul contorno

di Nyquist in

z

p

n L s
n L s L s

L sψ

= +
= +

= +

^
^

torno all'origine

Assunto che il diagramma polare di ( ) non tocca il punto 1
vale
                                  z p

L s

n nψ

­ ½
° °
® ¾
° °¯ ¿

−

= −

Mc128k
Se il diagramma polare passa per -1 allora non si può applicare il teorema. Inoltre il sistema retroazionato non è sicuramente stabile, perchè ammette una radice puramente immaginaria

Mc128k


Mc128k
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• Def. (diagramma polare completo)

Il diagramma polare completo (di L(s)) è la curva chiusa 
immagine di L(s) sul contorno di Nyquist.

{ }
Quindi

n. di giri in senso orario del d.p.c. intorno al punto 1 0jψ = − +

Infatti

n. di giri in senso orario della
n. di giri in senso orario del

curva immagine di 1 ( ) sul contorno
d.p.c. intorno al punto 1 0

di Nyquist intorno all'origine
L s

j

­ ½
­ ½° °+ =® ¾ ® ¾− +¯ ¿° °¯ ¿

z pn nψ = −

Mc128k
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2

60
 ( )

( 1)( 2)
L s

s s
=

+ +
Esempio :

R

Contorno di Nyquist
R→+∞

-1 +11.6−

diagramma polare completo (d.p.c.) curva immagine di 1 ( ) 
sul contorno di Nyquist

L s+

2,  0

2 Il sistema retroazionato è instabile!
p

z p z

n
n n n

ψ

ψ

= =

= − ⇒ =

Mc128k
Non ha piccole circonferenze perchè non ci sono poli sull’asse immaginario

Mc128k
Due poli retroazionati nel semipiano positivo aperto

Mc128k

Mc128k
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Criterio di Nyquist

Condizione necessaria e sufficiente affinché il sistema in 
retroazione sia asintoticamente stabile è che il diagramma polare 
completo non tocchi il punto critico  −1 ma lo circondi tante volte 
in senso antiorario quanti sono i poli del guadagno di anello con 
parte reale positiva.

Corollario (caso particolare del Criterio di Nyquist)

Nell’ipotesi che il guadagno di anello non abbia poli a parte reale 
positiva, condizione necessaria e sufficiente affinché il sistema in 
retroazione sia asintoticamente stabile è che il diagramma polare 
completo non tocchi né circondi il punto critico − 1.

Nota: Il corollario non è da associarsi ai sistemi stabili ad anello aperto.

Mc128k


Mc128k


Mc128k

Mc128k


Mc128k

Mc128k

Mc128k

Mc128k

Mc128k
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Il sistema retroazionato è asintoticamente stabile se e solo se
1. il diagramma polare completo di ( ) non tocca 1 (equivalente a "il diagramma polare
   di ( ) n

L s
L s

−

Dimostrazione del Criterio di Nyquist

on tocca 1")
2. 

 Valgono le condizioni 1 e 2. La prima condizione significa che 1 ( ) non
presenta zeri (puramente) immaginari. Dal teorema dell'indice logaritmico si ottiene

 

Sufficienza:

e

p

z p

n
L s

n n

ψ

ψ

−
− =

+

= −

Necessità: 

 dalla seconda condizione segue 0. Quindi il sistema retroazionato è

asintoticamente stabile.
Il sistema retroazionato è asintoticamente stabile. Tutti gli zeri di 1 ( ) sono

a parte reale

zn

L s

=

+
 negativa. Quindi non sono presenti zeri (puramente) immaginari di 1 ( )

(equivalente alla condizione 1) e 0. Applicando il teorema dell'indice logaritmico si
ottiene  da cui si deduce  

z

z p p

L s
n

n n nψ ψ

+
=

= − = − e quindi  (condizione 2).pnψ− =

( )
( ) ( ) ( )

Nota: Il criterio di Nyquist è valido per una classe di funzioni  più ampia delle sole funzioni

 razionali: in particolare è valido per   con  funzione razionexp( ) ale.

L s

L s R s T R ss= −

Mc128k
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Margini di stabilità

La proprietà di stabilità (asintotica) di un sistema retroazionato è 
di per sé una proprietà on/off. Tuttavia è opportuno e necessario 
inserire nelle specifiche tecniche associate ad un sistema 
retroazionato una misura della distanza dall’instabilità.

Esempio: L(s) asintoticamente stabile … 

1−

sistema r. vicino 
all’instabilità

1−

sistema r. distante 
dall’instabilità

Mc128k
Se va a sinistra di -1 diventa instabile (perturbazione)

Mc128k
Booleana per gli ingegneri

Mc128k
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• La distanza dall’instabilità nei sistemi retroazionati è 
tradizionalmente affidata ai cosiddetti margini di stabilità 
frequenziali ovvero il margine di ampiezza (MA) e il margine di 
fase (MF).

1−

1

AM

FM

1
:   dove  arg ( )

( )

 pulsazione di fase pi greco

:   

dove  arg ( )  e  ( ) 1

( ,0),     pulsazione critica

A p p
p

p

F c

c c c c

c c

M L j
L j

M

L j L j

ω ω π
ω

ω

π ϕ

ϕ ω ω ω
ϕ π ω

= ∋ = −

≡

= −

= ∋ =

∈ − ≡

( )(1, )   a volte espresso in decibel:  20log

0  espresso usualmente in gradi sessagesimali
A A dB A

F

M M M
M

∈ +∞ =

>

Mc128k

Mc128k
Dove interseca l’asse x<0

Mc128k
Dove l’ampiezza è 1

Mc128k
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Margini di ampiezza 
e di fase misurati sui 
diagrammi di Bode ( )A dBM

FMπ−

 (log)ω

 (log)ω

( )  (dB)L jω

arg ( )L jω( ) 20log ( )A dB pM L jω= −
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• Problemi con le definizioni tradizionali dei margini di stabilità

( )

( )

( )

2
2

2

2
2

2
2

Esempio
1.2( )

11 1 2
20 3 3

1.2       
1 1

30 9

1.2( )
1 1

9 30

1.11

8 ,59   e   non  127 ,65
A

o o
F

L s
s ss

s ss

L j
jj

M

M

ω
ω ωω

= =
§ ·

+ + ⋅ ⋅ +¨ ¸
© ¹

=
§ ·

+ + +¨ ¸
© ¹

=
§ ·

+ − +¨ ¸
© ¹

=

=

1−

1.2598 ,°

65127 ,°

Mc128k
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Definizioni generalizzate dei margini di stabilità

Il sistema retroazionato sia stabile asintoticamente:

[ ]{ }

1: sup 1:  1 ( ) 0   ,   e  0

: sup 0 :  1 ( ) 0   ,   e  0

A

j
F

M M L j M
M

M e L jϕ

γ ω γ ω

φ ω ϕ φ φ ω−

­ ½ª º= > + > ∀ ∈ ∀ ≥® ¾« »¬ ¼¯ ¿

= > + > ∀ ∈ − + ∀ ≥

I margini di stabilità sono “norme” che misurano la distanza del 
punto critico −1+j0 dal diagramma polare di L(jω).
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1
Sia 1. Vale la disequazione  1 ( ) 0   ,   e  0

se e solo se il segmento dell'asse reale compreso fra  e 1  non
interseca il diagramma polare di ( ).

M L j M
M

M M
L j

γ ω γ ω

ω

ª º> + > ∀ ∈ ∀ ≥« »¬ ¼
− −

Proprietà

( )L jω

M− 1 M−
1 γ−

1( )L jω
γ

+

:

1
1 ( ) 0   ,   e  0

1 1
( ) 0   ,   e  0

1 1 1
Si noti che   

L j M
M

L j M
M

M M
M M

γ ω γ ω

ω γ ω
γ

γ
γ

­ ½ª º+ > ∀ ∈ ∀ ≥® ¾« »¬ ¼¯ ¿

­ ½ª º+ > ∀ ∈ ∀ ≥® ¾« »¬ ¼¯ ¿

≤ ≤ ⇔ − ≤ − ≤ −

Dim.

8
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[ ]
( ) [ ]

Sia 0. Vale la disequazione  1 ( ) 0   ,   e  0

se e solo se l'arco di circonferenza di equazione   , ,  non

interseca il diagramma polare di ( ).

j

j

e L j

e
L j

ϕ

π ϕ

φ ω ϕ φ φ ω

ϕ φ φ
ω

−

+

> + > ∀ ∈ − + ∀ ≥

∈ − +
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[ ]{ }

( ) [ ]{ }

[ ]{ }

( ) [ ]{ }

1 ( ) 0   ,   e  0

1 ( ) 0   ,   e  0

( ) 0   ,   e  0

( ) 0   ,   e  0

j

j j

j

j

e L j

e L j e

L j e

L j e

ϕ

ϕ ϕ

ϕ

π ϕ

ω ϕ φ φ ω

ω ϕ φ φ ω

ω ϕ φ φ ω

ω ϕ φ φ ω

−

−

+

+ > ∀ ∈ − + ∀ ≥

+ > ∀ ∈ − + ∀ ≥

+ > ∀ ∈ − + ∀ ≥

− > ∀ ∈ − + ∀ ≥

Dim. :

8

8

8 ( )L jω
( )( ) jL j e π ϕω +−

φ

φ

( )je π ϕ+

1−
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Procedura generale per il calcolo dei margini di stabilità

1φ

2φ

1−
1

1
M

−

2M−

{ }1 2min ,AM M M=

{ }1 2min ,FM φ φ=
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Punti salienti della lezione:

• Il teorema dell’indice logaritmico

• Il contorno di Nyquist ed il diagramma polare completo

• Margine di ampiezza e margine di fase
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