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Il luogo delle radici

Il progetto di un sistema in retroazione richiede la conoscenza dei
poli retroazionati e delle variazioni di questi al variare dei piu
importanti parametri di progetto: fra questi c¢’¢ la costante di
trasferimento K, del guadagno di anello L(s).

i)k (5= (5 =2,)

1

(5= p)(5=p,)
T

Eguazmpe caratte.rlstlca del 14 /Kl G (\S) 0
sistema 1n retroazione:

ﬁ(s _ Zi)
G,(s):= 2(5) ==
PO TT(s-p)
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Definizione:

Luogo delle radici (diretto) ¢ 1l luogo geometrico descritto dalle

radici dell’eq. 1 + K,;G,(s) =0 al variare di K, da 0 a 4-o0. =

Luogo delle radici (inverso) ¢ 1l luogo geometrico descritto dalle
radici dell’eq. 1+ K,;G,(s) = 0 al variare d1 K, da 0 a —oo0.

Se K, > 0 allora:
(arg G,(s) =7 mod27x

1
|G1 (S)| = ?

L 1

{l +K,G,(s) = O} =

Se K, <0 allora:
(arg G (s)=0 mod2rx

1
|G1(S)| = _?

1

{1 + K,G,(s) = 0} R
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mc128k
Risulta vero se e solo se vengono soddisfatte queste condizioni scalari

G1 deve essere negativo, ecc...

Mc128k


Mc128k


Mc128k


Mc128k
Insieme di punti, vedi diagramma sotto

Mc128k

Mc128k
Cosa succede se regolo l’amplificazione del segnale in retroazione? Come si comportano i poli se attenuo o amplifico?


Esempio: @ >0, K €(0,+00)

() K >
eq. car.. 1+ K =0 _ s(1+zs)
s(1+17s)
¢ S(S-l—j
T 1 S
K S \
K== G(s)=—— s
¢ S(S+j 4
z'
o,
P> 1
arg ! =7 mod2rx 2 \(01
( lj T
S| §+— 1 1
T _— _
) ‘ T 2T
S=,01€m
11 ., = ote=ml
s+—=p,e’”
L T
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mc128k
La congruenza è soddisfatta se vale quindi questa condizione

mc128k
segmenti rosso e blu = rami del luogo caratterizzati dalla seconda eq (polinomiale secondo grado, ammette due radici)

mc128k
I rami si incontrano nelle radici doppie della equazione (soluzioni reali e coincidenti)

Mc128k
Sistema di secondo ordine?

Mc128k
Costante di tempo del sistema


Proprieta del luogo delle radici

Proprieta 1: Il luogo ha tanti rami quanti sono 1 poli di G(s).
Ogni ramo parte da un polo di G,(s) e termina in uno zero di
G,(s) o in un punto all’infinito. I ramai si intersecano in
corrispondenza delle radici multiple.

Dim.: (s1 ricorda che m < n) 5
1+ KG(s)=0 < p(s)+K,z(s) =0 (eq. polinomiale di grado »)
K,—>0 = |G(s))>+0 < s—>p,i=l..n

|K1|—>+oo = |G1(S)|—>O < s—>z,i=1,...m oppure |S|—>+oo O
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più poli che zeri


Proprieta 2: Il luogo delle radici ¢ stmmetrico rispetto all’asse
reale.

Dim.: Le radici complesse di un'eq. polinomiale a coefficienti reali si presentano a coppie coniugate.

Proprieta 3: Nel luogo delle radici diretto (K, > 0) un punto
dell’asse reale fa parte del luogo se si lascia alla sua destra un
numero totale dispari di zeri € poli di G,(s). Nel luogo delle
radici inverso (K, < 0) un punto dell’asse reale fa parte del luogo
se s1 lascia alla sua destra un numero totale pari di zer1 e poli di

G, (s).

Esempio:

Luogo diretto Luogo inverso

«—< o—e—X > >¥———o0 > > >
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Dim.: Eq. del luogo diretto: argG,(s)=7 mod2z selR

arg 2(5) =7 mod2zr arg (s72) (72, )=7Z' mod 27
p(s) (5= p)(5-p,)
zeri: z,,z,,...,z, realt z_,,z_,,...,z, complessi coniugati

poli: p,, p,,...,p. reall p...,p..,,-.., p, complessi coniugati

(s—z)(s—2z,)
arg 1 =7 mod2rx
S p)(5-p,)
arg(s —z,) +---+arg(s —z )—arg(s— p,)—---—arg(s—p,) =7 mod2zx
5 Zi S P
o > arg(s—z)=7 s arg(s—p)=n
Zi s p.
o —>e—> arg(s—2z;)=0 . b arg(s—p,)=0
Il numero totale di zeri e poli reali a destra di s ¢ dispari.
<> Il numero totale di zeri e poli (reali o complessi) a destra di s ¢ dispari. m
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tangente al luogo

Angoli di partenza e di arrivo nel luogo

angolo di partenza da p,

tangente al luogo
angolo d1 arrivo su z,
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Proprieta 4: Nel luogo delle radici diretto (K, > 0) I’angolo di
partenza da un polo p; semplice ¢ dato dalla relazione: -

{ang. di partenza da p,} = 7 + Z arg(p, —z;) Z arg(p, — p;) ?HFM Re

_]7'—'1

J=
I’angolo di arrivo sullo zero z semplice ¢ dato da

{ang. di arrivo su Z =7+ Zarg(z -p;) Zarg(z —z;)

jil

Se 1l luogo delle rad1c1 ¢ inverso (K, < 0) nelle relazioni si
sostituisce 0 a .

Dim. (cenno): Determinazione dell'angolo di p. dap, (¢,)
Si impone il cambio di variabile s= p, + pe’”, p—>0+

Quindi si valuta al limite la la relazione argG,(s)=7 mod2rx ...
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Esempio: 1+ K,

s—1

S[(S-I—l)z +1]

=0, K,>0

Z :lapl :Oapz :_1+j7p3 :_l_j

r
=
\ 4
C
R
v
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®, =7Z'+(051)_(181+:B3)

or{Zoamna) [[22)+(2]

:%+ arctan 2 = 1.8925 =108°, 43
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Nota sulla Proprieta 4 [luogo diretto]

Se 1l polo p, € multiplo con molteplicita h > 1 gli h angoli di
partenza ¢; da p; si determinano con la congruenza:

hg, =7+ ) arg(p,—z,)—) arg(p,— p,) mod2z
j=1 J#i

Se lo zero z, € multiplo con molteplicita h > 1 gli h angoli di
arrivo y. su z; si determinano con la congruenza:

hy, = 7Z+Zarg(zl. —pj)—Zarg(zl. —z;) mod2x

Jj=l1 J#l

Esempio: 71=2, 2¢, = 2 mod2z

soluzione: <
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Proprieta 5: Una radice del luogo di molteplicita h corrisponde

a un punto comune ad h rami in cui oltre all’eq. 1 + K, G,(s) =0
sono soddisfatte le relazioni D' G,(s)=0,i=1, ... .,h — 1.

Dim.:

Sia p. una radice del luogo di molteplicita /4 :
3K, eR > 1+K,G/()=(s—pe,)" f(s), f(pe)#0

= D'(1+K,G/(s)) =0, i=L...,h—1
S=Pci
= D'G,(s) =0, i=1...,h-1 O
§=Pci
Corollario

Una radice doppia del luogo soddisfa I'equazione:

-~ 1 & 1
02— =9

i=1 S_pi i=l1 S_Zl-
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Serve per trovare il punto effettivo sull’asse delle ascisse dove i rami si incontrano. Non è detto che sia uguale al punto di intersezione degli asintoti


Proprieta 6: In corrispondenza di una radice di molteplicita h 1l
luogo presenta h rami entranti ed h rami uscenti, alternati fra
loro, le cui tangenti suddividono lo spazio circostante in settori
uguali di w/h radianti.

Esempi:
R
b4
X ’ T
~
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Mc128k

Mc128k
è come se i poli fossero respinti tra di loro e attratti agli zeri. Se un polo non ha alcuno zero, scappa ad infinito..

Mc128k

Mc128k
Ma non sono complessi coniugati..????


Dai poli di G, (s) partono n rami, di questi m terminano sugli zeri di G,(s), 1

rimanenti n —m divergono all'infinito adagiandosi ad asintoti rettilinei.

Proprieta 7: Gli asintoti del luogo delle radici formano una
stella di raggi con centro nel punto dell’asse reale di ascissa

¥ o, {zpi —Zzij/(n—m)
i=1 i=1
Se 1l luogo ¢ diretto (K, > 0) gli asintoti formano con 1’asse reale
gli angoli:
3., =2v+)z/(n-m), v=01,...n-m-1.

a,

Se 1l luogo ¢ inverso (K, < 0) gli asintoti formano con 1’asse
reale gli angoli:
g, = 2V7z/(n—m), v=0,l1,...,n—m-1.

a
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Asintoti del luogo diretto (K,>0) p:=n-m (ordine relativo di G,(s))

A
4
77
A

/7
’ \ /’
\ -,
’ s o
’ \ 1 36
’ \ -,
’ - \ 2
/ q NN ,“\
~60 LN
’ O N S
< a N
~ ! ~
\ _ 5 1 ~
\ p - 1 \\
(o) \ l S
—_ a \ 1
p - 3 \ [I =
\
\ 1
\ 1
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Asintoti del luogo inverso (K, <0) p:=n—m

(ordine relativo di G,(s))

/:\
- ->
o |
p=1 ¢ :
< +
p = 4 i Ga
e 5
o, :
p=2 Vi A
N\ \‘ ,’I
\\\ o \\\\\ I’ 720
\ \ 120 *:*'\\
///7O-a g IO - 5 ,’/// ‘ \\\
p = 3 //, L:/ \\\
Y N
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Esempi di luoghi delle radici

 Luoghi (diretti) del primo ordine

A A

» Luoghi (diretti) del secondo ordine

A
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* Luoghi (dirett1) del secondo ordine
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I1 contorno delle radici

e E un luogo delle radici (dell’eq. carattteristica) per variazioni di
un parametro diverso dalla costante di trasferimento del

guadagno di anello.

 Questa tecnica € applicabile quando 1’eq. caratteristica
1+L(s;p) = 0 con p parametro variante ¢ riconducibile all’eq.

caratteristica standard 1 + K,G,(s) =0 con K, =K, (p) funzione

biunivoca di p.
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Esempio (contorno delle radici per variazioni di un polo):

----1f

\ 4

L(s;t)=—
s(1+17s)
per 7=0 1+£=O
S
K
per >0 1+ =0
s(1+7s)
s+7s°+K=0
2
l+7 S_=O >
s+ K
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L’eq. caratteristica 1+L(s;p) =0 ¢ riconducibile alla forma
standard quando trasformata in equazione polinomiale 1 suo1
coefficienti sono funzioni affini del parametro p.

Esempio:
S+3p
S(S+3p)
" +3ps+s+5p=0

1+;ﬂ3s+5):0

s+
5
s+

1+

=0 p>0

=0

1+3
_FpS@+U
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Complementi

ﬁ(‘g_zi)

1+ K, £ =0 1+KG (s;2,...,2,)=0
H(S_pi)
i=1

{ DPets Ponsees an} siano le radici dell'eq. caratteristica

Pci = Pci (KI;ZD""Zm)

Teorema del baricentro del luogo delle radici

Se 1l guadagno di anello ha grado relativo p > 2 vale la relazione:

ZpCi:Zpi VK eReVzeC i=1...,m
i=l i=1
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Dim.: (siricordache p=n—m)

1+ K

(s=2)(s=2,) _

I(S_

1+ K, Ps

(s=p,)
n-2 +ﬂn_3sn—3 +

= O’ L, =
n - n—1 n-2 ,Bn ? {1 S€ p = 2
s —Zpl.s +a, 8"+

n
n—1 n—2 n—2 n-3 _
+(—Zpl.js ta, ,§" e+ KB ST K B T =0
i=1

s" + _Zn:pi
=1
ln

s+ _Zpi
i=1

s+, K B,L)s" T = (5= pe ) (S Pea) (5= Pen)

Sn_l"'(an—z"'KuBn—z)Sn =4S +( chlj

dal principio di identita dei polinomi = - Z p, = —Z Dei m

Lez. 13 - 2015
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Grado di stabilita

Sia dato un sistema X asintoticamente stabile (Re p, <0,1=1, .. ,n;
dove 1 p; sono 1 poli di X ):

Def.: Si definisce grado di stabilita di X (nel piano complesso)

G, ::—maX{Repl,Repz,---,Repn}

E la distanza minima dei poli di =
dall’asse immaginario. X

X
o

v

x G

Nell'ipotesi che fra 1 poli di 2 esista una coppia dominante vale

. i 3
approssimativamente: Ta ~—

> S
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Mc128k

Mc128k
Tempo di assestamento

Mc128k


Punti salienti della lezione:
* Le 7 proprieta per il tracciamento del luogo
* L'equazione per calcolare le radici doppie del luogo

* La regola per il tracciamento dell'arco di circonferenza
nei luoghi del secondo ordine

* Riscrittura dell’equazione caratteristica per tracciare |l
contorno del luogo

|| teorema del baricentro

* || grado di stabilita di un sistema dinamico
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