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Trasformata zeta di un segnale ritardato di n passi
n-1

Z[x(k —n)]=z"Z[x(k)]+ Z X(k — n)z‘k
k=0

= 2" Z[X(K)]+ X(=1) + X(-N + D)z 4o+ x(~D)z ™

Se le "condizioni iniziali" del segnale x(k) sono nulle vale:
Z[x(k —n)]=z7"Z[x(k)]
27 @ l'operatore ritardo di un passo.

In generale vale:
Z[x(k—n)l(k —n)]=z"Z[x(k)]
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Trasformata zeta di un segnale anticipato di n passi

n-1

ZIx(k +n)] = 2" Z[x(K)] - ¥ x(i)z"

=0

=7"Z[x(k)]-x(0)z" = x()z"" —---—=x(n-1)z

z e I'operatore anticipo di un passo.

Esempi:

47 . sinl-z°
Z[2*¥21=——: Z[sin(k +1)] =
7] 7 —2 [sink +1)] 7> —2cosl-z+1
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Teorema del valore iniziale

X(0) = lim Z[x(k)]

Esempio:
Z(z —cosl) Lz

x(k) = cos(k) + 4, X(z)=
(k) (k) (2) 7°—27c081+1 z-4

lim X (z) = 2

Z—>0

Lez. 18 - 2020 Proprieta della trasformata zeta



Teorema del valore finale
Dato il segnale x(k) per il quale il Iimite@lim X(k) esiste

ed e finito, vale h ¢
lim x(k) = Iirrll(z -1 Z[x(k)]
Esempi:
x(k) = 0.8 +1 X(z)=—%—+—2 lim(z=D)X(z)=1 ok
(k) (@) =——cgt7—p Imz-)X ()
zsinl

X(k) =sink, X(z)= , lim(z-1)X(z)=0 !!non valido

7> —2z7c0s1+1 1

Lez. 18 - 2020 Proprieta della trasformata zeta 5


Mc128k


Teorema del valore finale (versione estesa)

Dato il segnale x(k) sia X (z) .= Z[x(k)].
1. Se X (z) non ha poli nella regione |z|>1allora lim x(k) =0.

Z—>+0

2. Se X (z) non ha poli nella regione |z| >1 ad eccezione di un polo
semplice in z =1 allora x(k) converge per k — +oo e vale
lim x(k) = Res{ X (z),1} = irT11(Z -1)X(2).

3. Se X(2) ha un polo multiplo in z =1, allora x(k) non converge
per K — +oo.

4. Se X (z) ha un polo nella regione |z|>1, z =1, allora x(k) non
converge per kK — +oo.
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Esempi:

1. X(2)= _12, II(imx(k):O
Z_l —00
2
2. X(2)= 1 Y Limx(k):Res{X(z),l}zIim(z—l)X(z)=E
(Z—l)(Z—j —>00 71 ?
3
27+1 :
3. X(2)= L lex(k) non converge
(z—l)z(z—j ”
2
4. X(z2)= , limx(k) non converge

Z+1 ko
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Trasformata zeta di a*x(k)

Z[a"x(k)] = X Gj
Dim.: ...
Esempi

7 .
“sinw .
Z[aksin(a)k)]:Z[sin(a)k)](ij: _a - zasinw 2
a Z Z 7?2 —27ac0Sw+a
(—j —2—cosw+1

a a
Z(z
7 —(——cosa)j 2(z —acos )
Z[a* cos(a)k)]:Z[cos(a)k)](—jz a2 4 =3 2
a 7 7 2°—2zacosw+a
(5) —2£cosa)+1
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Convoluzione (atempo discreto)

Def.
La convoluzione dei segnali discreti x(k) e y(k) e definita come

—+00

(x*y)(k) = x(k) * y(k) = > x(k=i)y(i)

=—o0

La convoluzione di x(k) e y(k) e il segnale ottenuto sommando
Infinite copie di x(k) ciascuna delle quali e traslata in avanti di
| passi e moltiplicata per y(i). Per esempio se y(k) =0, k <0

x(k) * y(k) = x(k)y(0) + x(k = 1) y(1) + x(k —2) y(2) +---

Lez. 18 - 2020 Proprieta della trasformata zeta



+00

xxy= ) x(k—1y()
Esempi l-:Zoo

IA

I
w NN PO
°

° (k)
y

1

1 x(k)=05" y(k)=1

~ X X =X
I

0
x*y=05"+2.05

vV

2. x(k) =y(k)=1(k) X*Y = i 1(k —1)1(1)

1 se0<i<k
I(k —1)1(i) = ,
(k=110 {O altrimenti

Segue 1(K) *1(k) = (k +1)1(k)

(x*xy)(k)=0 sek <-1
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Commutativita della convoluzione

x(k)*y(k) = y(k)*x(k)

Trasformata zeta della convoluzione

Se x(k) e y(k) sono segnali discreti tali che x(k) =0, y(k) =0
per k <0 (segnali causali) allora
Z[x*y]=X(2)Y(z)
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Esempi
z 1

L Z[(k) *1(k)] = Z[K)]- 20T = ——

ZZ

= Z[(k +1)1(k)] = o1

2. Se x(k) = (k +1)1(k) segue x(k —1) = k1(k —1) = k1(k)
ZIx(k —1)] = 2 Z[x(K)] + x(~2)

ZZ

+0=
(z-1)° (z-1)°

ZkL(k)]=z" (trasformata zeta della rampa)
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Derivata della trasformata zeta

Sia x(k) un segnale discreto e X(z) la corrispondente trasformata
zeta. Nella regione in cui X (z) e analitica vale

dX(2)

7 = Z[k - x(K)]

Esempi
1. Trasformata zeta della rampa

Z[k]=Z[k.1(k)]:_z,%( ):_Z.Z—l—z-l_ z

(z-1° (z-1)7°
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2. Trasformata zeta della parabola

Z[kz]:Z[k-k]:—z.%Z[k]:_z d ( Z j

dz\ (z-1)?
_Z.(z—1)2—2-2(z—1):_ .2—1—2-2:_2. —z-1
(z-1)* (z-1) (z-1)
_z2(z+1)
(2=

Z[l(k)]:i, Z[k1(K)] = ; _Z 7 Z[k*1(k)] = §§Z_+1)13
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