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Generalita sui sistemi a tempo discreto

[Ty |y

Un sistema (a tempo) discreto e un "processo” per il quale assegnato
un segnale di ingresso a tempo discreto u(k) determina un corrispondente

segnale di uscita a tempo discreto y(k) (x:Z >R, y:Z > R).

Esempi
1) y(k) =Cu(k), sistema algebrico lineare

2) y(k) = (u(k))2 sistema algebrico non lineare
3) y(k) =u(k)—u(k —1) sistema "differenza" (dinamico e lineare)
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Def. (behavior di X,)
B, ={(u,y): y(k) & luscita di =, corrispondente allingresso u(k)}

Def. (linearita di 2 )
Un sistema si dice lineare quando soddisfa la proprieta di sovrapposizione
degli effetti: V (u,, y,),(u,,y,) B, eVo,,a,e R =
a (U, Y1)+, (Uy, Yy) = (U + Uy, oYy + @, Y,) € B,
(In modo equivalente, X, e lineare quando B, € uno spazio vettoriale)

Def. (stazionarieta di X )
Un sistema si dice stazionario (invariante nel tempo) se perognine 7

(uk),y(k))e B, = (u(k—n),y(k—n))eB,
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Equazione alle differenze di un sistema discreto (n,m e Z,m <n)
f(y(k),y(k-1),....,y(k=n))=g(u(k—n+m),u(k —n+m-1),...,u(k —n))
Se f e g sono funzioni lineari degli argomenti si ottiene:
a.y(k)+a,_,y(k-1)+...+a,y(k—n) =

=b u(k—n+m)+b_u(k—n+m-1)+...+bu(k —n)
E' un'equazione alle differenze di un sistema discreto lineare (e stazionario).
Affinche I'eq. alle diff. sia ben posta si assume
a,#0, b, #0, {a,#0}v{b, =0}, m<n (causalita)
n ordine di X,
n—m grado relativo di X,
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Risposta di un sistema lineare a tempo discreto
e la funzione di trasferimento

Definita I'eq. alle differenze, modello matematico di Z,
a yk)+a _,y(k=1)+...+a,y(k—-n)=
=b u(k—n+m)+b_u(k-n+m-1)+...+bu(k —n)
(a, #0, b, =0, {a, #0}v{b, =0}, m<n),
assegnato l'ingresso u(k), k >0 e le condizioni iniziali (estese)
y(=1),y(=2),....,y(-n)
u(-=1),u(-2),...,u(-n)
determinare l'uscita y(k), k > 0.

Si noti che le condizioni iniziali esatte sono

y(_l)’ y(—2) """" y(_n + nO)
u(=1),u(=2),...,u(=n+m;,)
n,:=min{ie{0,1,...,n-1:a =0}, my:=min{i e{0,1,...,m—-1}:b =0}
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a yk)+a, ,ykk-1)+...+a,y(k—n)=b u(k—n+m)+b_u(k—n+m-1)+...+bu(k—n)

Soluzione

L'eq. alle differenze puo essere riscritta come
a yk)+a ,y(k-1)+...+a,y(k—-n)=bu(k)+b _u(k—-1)+...+bu(k —n)
m:=max{i €{0,1,...,n}: b =0}

Zn:aiy(k n+i)= Zn:biu(k —n+i)
S az[yk-n+i)]=Y0Z[uk-n+i)]

ia-z[y(k —n+i)]+a,Y(z) = _nzllbiz[u(k ~n+i)]+bU(z)
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Z[x(k —n)] = 2 "Z[x(k)] + zl x(k —n)z™*

|_\

n—

a

[y(k—n+i)]+a,Y(z) = _nzlbiz[u(k—n+i)]+bnu (2)

T I
||—\O
jab)

Z
| { 27" (2) + n_zi_:l y(k-n+i)z™* } +a.Y(z) =

n—i—1

- bI {z(””U (2)+ > uk—n+ i)z"}+an (2)
k=0

n-1 n—-1 n—-i-1

az'y(z) +Z Z ayk-n+i)z" +a z"v(z) =

n-1 n—-1 n—i-1
bz'U(z)+> > bu(k—n+i)z"* +b,z"U(2)
i=0 i=0 k=0
n—-1 n—i-1 n-1 n—i-1

(2)+>. > ayk—n+i)z"" = szU(z)+ZZb,u(k n+i)z"™

i=0 i=0 k=0 i=0 k=0

Lez. 20 - 2020 Sistemi a tempo discreto 8



ZazY(z)+ZZay(k n+i)z"* szU(z)+ZZbu(k n+i)z"*

a(z)Y(z) =b(z2)U(z)+c(z)
a(z) = Zn:aiz‘, b(z) := Zn:bizi

(=3, 3 butk-n+iz* -3 S ayk-n+ 2"

c(z)=cz"+c 2" +---+C2

Y(2)= (Z)U() (@)

a(z) a(z)
Y (Z) - YfOf-(Z) +Ylib.(z)’ onr.(z) b(Z) —U (Z) YI|b (Z) (Z)
a(z) a(z)
Y(K) = Yior (K) + Vi (K), Vi (K) = 27 {@U (Z)} Vi (K) = 2" {C(Z)}
a(z) a(z)
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Def. (funzione di trasferimentodi X )
Si definisce funzione di trasferimento di un sistema discreto X, la
funzione H(z) per la quale
Zly(K)]=H(2)Z[u(k)]
per ogni (u,y) € B, tale che u(k) =0, y(k) =0, k <0.

Zbizi m
Quindilafdt diz, eH(z) =B iz _Dbn? *..7h
a(z) Za_zi az"+...+a,

Y., (2) =H(z)U(z), se u(k) = (k) seque che U(z) =1

La risposta all'impulso e h(k) = Z™'[H (z)], si considera h(k) =0, k <0.

Viceversa nota la risposta all'impulso H(z) = Z[h(k)].

K
Dal teorema di convoluzione segue y, . (K) = Zh(k —u(l)
i=0
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Analisi della risposta libera

Proprieta (struttura della risposta libera)

La risposta libera di X, a sequito di perturbazioni e caratterizzata da

c(z)
Y. Z =—-,
I|b.( ) a(Z)
¢ | | b
C| | b
_Cn_ _bn—l
Dim.

Vi (2) = %
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c(z)=c.z2"+---+CzZ
0 0 ][ u(=1) |
b, . u(-2)
0
b, by Jlu(=n),

[ y(-1) |
y(-2)

| y(=n) |

n
, c(z2)=c,2"+¢, 2"+ 40 z=) 2
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(continua)

n-1 n-i-1 n-1 n-i-1
c(z)=) > buk—n+i)z"* - ayk-n+i)z"™
i—0 k=0 i—0 k=0
Ak A K
n-1 n-i-1 n-1 n—-k-1 3 E:_
i=0 k=0 N k=0 =0 L :."Z.'_.‘.'_L._.__ﬁ
n-1 n-i-1 n-1 n-k-1 n-k=| 1 1-1
Y bu(k—n+i)z"*=>" > buk-n+i)z""* = > > bu(-l1+i)z
i=0 k=0 k=0 i=0 I=n i=0
n 1-1 i—-I=—j n 1
- bui-Nz' = > > b_u(-j)z _ZZb, u=jz
=1 i=0 =1 j=I =1 j=1
n | n I |
c(z)=>.> b_ju(-j)z' - a.jY(—J')Z'—Z(Zbl u=1)- Za, Y1)
-1 j-1 =1 j-1 =1 \ j=1

C :Zb,_ju(—j)—Zal_jy(—j), 1=1,2,....n
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Conversione continuo/discreto di un sistema
con Il mantenitore di ordine zero

e IO |
(k) (k)
u(—)—=—> D/A —UQ P(s) ﬂ AD ——

Sistema a tempo discreto X,

Il tempo di campionamento sia T (y(k) = y(kT)) el
convertitore D/A sia un mantenitore (dispositivo di tenuta)
di ordine zero. Si determini la funzione di trasferimento
P;(z) di Z;.
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Def. (Trasformata zeta di un segnale a tempo continuo campionato)
Sia f (t) un segnale a tempo continuo e F(s) la corrispondente
trasformata di Laplace.

Z[(1),T]12 2[f (kT)]
Z[F(s),T12 Z[ LF(8)]uer |
(Si noti che Z[ f (1),T]= Z[F(s),T])

Determiniamo P, (z) come trasformata zeta della risposta all'impulso
applicato all'ingresso del mantenitore di ordine zero: G(k) = o (k).
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e u(t) =1(t) -1(t-T)

- ; qUIndI y(t) — ps(t) _ ps(t _T)
con p,(t) risposta di P(s) al gradino unitario 1(t)

o 7 27 a7 ° (ps(t) ~ [Pis)D

j(k) = p,(KT) - p,(KT =T) = p,(kT) - p, ((k -1)T)
P,(z) = Z[§(K)]
= Z[p,(kT)]-Z[ p, ((k-1T) | = Z[ p,(kT)] -z Z[ p, (KT)]

—-292[p.40)-a-2z| T 7|

s
P(s) }

S

P()——Z[

Z
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Esercizi

1) Un sistema discreto e descritto dall'eq.
y(k+2)=y(k+1)—0.24y(k) +u(k + 2).
a) Scrivere in forma standard I'eq. alla differenze e determinare ordine
e grado relativo del sistema.
b) Determinare la funzione di trasferimento.

2) Dato un sistema discreto del secondo ordine di equazione
a,y(k)+ay(k-1)+a,y(k—2) =b,u(k) + bu(k —1) + bu(k — 2)
determinare la trasformata zeta dell'uscita Y (z) note la trasformata
dell'ingresso U (z) e le condizioni iniziali

y, =y, y,=y(=2), uy=u(-1), u, =u(-2)

3) Determinare I’eq. alle differenze di un sistema tempo discreto la cui

risposta all’impulso e

h(k) :8-1(k—1)—§(k—1)(%j _ .1(k—1)—7(%j CA(k-1), k>0
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