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Spazio Generato £

Sia V uno s.v. su campo K, siano vy, ..., vy vettori di V, L(vy, ..., v) € definito
come l'insieme di tutte le combinazioni lineari di vy, ..., vy. Si dice che L ¢ lo
spazio generato da vy, ..., vy, detti generatori. Quindi in uno spazio generato
da k vettori, la loro combinazione lineare puo fare in modo di raggiungere
qualunque punto ad esso appartenente.

Dimostrazione

Sivuole dimostrare che lo spazio generato € a sua volta un sottospazio
vettoriale di V.
1. Verifica dell'esistenza del vettore nullo
a. 0=0-v;+-+0-v,sipud fare prendendo a; = 0 Vj
2. Esistenza della somma
a. Sev,w € L(vq, ..., v;) vale anche che lasommav+w e L
b. v=_(ayv; + -+ agvy), w = (byv; + -+ bvy)
3. Prodotto per uno scalare
a. v=a,v; + o+ aqpuy
b. cv = (ca;)v; + - raccogliendo rimane comb. lin. vy, ..., vy

Si dice che i vettori v,, ..., V.. generano lo spazio vettoriale VV se I'insieme
1 k
delle loro combinazioni lineari £ coincide con V.

| generatori possono essere anche in eccesso, I'importante € che ce ne
siano piu di una certa quantita. Per esempio R" viene generato da un
numero k di vettori tali che k = n. Meno vettori non possono raggiungere
tutti i punti dello spazio, di pit vanno bene comunque, dato che sono
ridondanti (linearmente dipendenti da altri vettori).

Spazio finitamente generato
V si dice uno spazio finitamente generato se &€ generato da un numero finito
di vettori.

Esempio
V = M,y, € finitamente generato?

Riprendendo I'esempio precedente, si cerca di creare dei generatori per la

matrice A = (é i

poi sommate possano ottenere A.

), quindi delle matrici che moltiplicate per coefficienti e

Si puo considerare un caso molto semplice:
A=1'6’1+2'€2+3'e3+4'64
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Sono stati costruiti effettivamente dei generatori per qualunque matrice 2 x
2, ma e importante notare che non sono unici, ad esempio il primo &
equivalente a:

1 4 0
1'1'(0 o)
Spazio infinitamente generato

Al contrario, uno spazio infinitamente generato come R[k] o F non ha un
numero finito di generatori.

Generatori fondamentali
1. Gli elementi della base canonica {eij} generano M., (K), essendo
matrici caratterizzate da zeri tranne che un solo elemento uguale a 1
nel posto i,j
2. R™ e C" sono generati da {ey, ..., e,}
3. | polinomi si dividono in due tipi:
a. vn,R,[t] & finitamente generato da {1,¢t,t?, ..., t"}
b. R[t] non & finitamente generato
4. Le funzioni non sono finitamente generate (vedi seno e coseno), non
si possono generare con combinazioni lineari finite.

Dimostrazione
R[t] non & finitamente generato.
Supponiamo per assurdo che esso lo sia, quindi esistono generatori di R[t]:

p1(t), ..., pr(t) di grado by, ..., by

Si considerano le loro combinazioni lineari:
a;p1(t) + azp,(t) + - + agpg(t)

Se ora venisse sommato un termine, il grado potrebbe:

e Rimanere uguale

e Diventare piu grande (nuovo termine di grado piu alto degli altri

e Diventare piu piccolo (annulla un grado massimo)
Per il fatto che il grado potrebbe crescere, i generatori non possono essere
finiti, quindi si crea un assurdo.

Generatori di R?

x x
L(vy,v,) = {(y) : (y) = av,; + bv,,a,b € [R{}
z z

Se v;,v, =0, L(v4,v,) = 0 (origine)
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Generatori di R3
L(vy,v,,v3 ER)
| tre vettori sono linearmente indipendenti.

X x
L(vy,v,5,V3) = {(y) : <y> = tv, + hv, + svs, t,s,h € ]R}
z z

e Se due sono lin. dip. allora si ottiene un piano passante per l'origine

e Se tre sono linearmente dipendenti, si ottiene una retta
e Se sono zero si ottiene solo |'origine (che rimane comunque uno
spazio vettoriale).
| generatori di uno spazio si possono scrivere in due forme equivalenti:
1. W=L(vy, ..., V)
2. W =Sol(4,0)

Per passare dalla forma (1) alla forma (2) si risolve il sistema associato

: : Pl %
(v1 SOV > (vedi forma cartesiana) e si cercano le equazioni che
corrispondono a zeri, sono le equazioni del sottospazio.

Xn

Invece per passare dalla forma (2) alla (1) si risolve il sistema omogeneo e
si trova una base di W dando alternativamente valori 0 e 1 alle variabili
libere (es. 1,0,0; 0,1,0; 0,0,1).

Equazione cartesiana

Si vuole ottenere la equazione cartesiana per i generatori L(vy, ..., V),
quindi dell'insieme W = L(...). Questo vuol dire stabilire quando il sistema
associato (4|b) e risolvibile, dove:

A= (vl ces v3>, b = (x y Z)
Ottenendo:

: : DX
(Ul cee v3 y)
: : Pz

Risolvendo con Gauss:
(eq)

0 - | (eq)
00 0](eq) =

La ultima equazione (quella uguale al vettore nullo) & il risultato cercato,
una equazione che descrive lo spazio generato dai vettori.
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Esempio
Determinare la equazione cartesiana di W = L(vy, v,, v3)

1 0 1

171: 172= 173=

2 1 3

1/ 2/’ 3

0 1 1

Creo la matrice associata, controllo che sia risolubile (rg A = rg A|b), riduco a
scala, trovo le righe di A uguali a zero, prendo le equazioni in b associate a
quelle righe. In questo caso si ottengono le equazioni cartesiane:
z—x—2y+4=0

w—y+2x=0

Forma parametrica

Per R3 bisogna avere tre punti non allineati Py, Py, P,.
x:P0+t(P1_P0)+S(P2_P0), t,SER

Per passare dalla forma cartesiana alla forma parametrica bisogna formare
il sistema formato dalla equazione.

Esempio
Si vuole passare dalla equazione cartesiana alla forma parametrica:

y—3z—5x=0

Il sistema si costruisce banalmente dalla equazione stessa, dalla matrice
associata risulta che bisogna utilizzare due parametri:

{y—3z—-5x=0

(<5 1 =-310)

La matrice & gia ridotta a scala, quindi si scelgono parametri pert es.
t-1, s—> -3

y—3z—5x=0 1 3
y=t —>x—§t—§s
z=s

1 3 1 3

N_([5t75 5)..[75
= =t

(3Z'> t 1]7%\ o

s 0 1
1 3
w=c{|>]| >
1 0
0 1

Vengono generati i vettori dipendenti dai parametri che generano il
sottospazio. In questo caso sono due, quindi viene generato un piano.
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La stessa cosa funziona se si hanno a disposizione pil equazioni cartesiane:
e Mettere a sistema
e Formare la matrice completa
e Ridurre a scala
e Porreiparametri(t,s...)
e Applicare le sostituzioni nelle equazioni
e Risolvere rispetto alle tre variabili
o Ottenere i vettori dipendenti (quelli moltiplicati per i parametri)

Intersezione e somma di spazi
Sia V uno spazio vettoriale su K, siano W, U suoi sottospazi. Si dimostra che
W n U é ancora un sottospazio vettoriale, mentre 'unione in generale non e

un sottospazio; risulta essere invece un sottospazio la somma dei due.
W+U={weV:v=w+uweW,veU}

Osservo che W = L(wy, ..., wy) e U = L(uq, ...,u,) alloraW + U =
L(Uy, ..., Uy, Vy, ..., V), in altre parole si ottiene una base che comprende tutti
i generatori degli ssv.

Per esempio possono essere sottospazi vettoriali due rette (non coincidenti)
passanti per I'origine, la somma delle due ottiene due generatori
linearmente indipendenti, quindi una base di R?; due rette generano un
piano.

Definizione
Diremo che V & somma diretta di W e U se:
e V =W + U (somma piu grande possibile), quindi ogni elemento v €
V si puo scrivere univocamente come la somma di un elemento di U
eunodi W.
e W NU = {0} (intersezione pil piccola possibile), condizione
necessaria e sufficiente.
LosiindicaconV =W @ U.
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Formula di Grassmann

Sia V uno sv. di dimensioni finite su campo K, siano W, U suoi ssv., allora
dim(W + U) = dimW + dim U — dim(U N W).

Chiaramente i vettori in comune non sono linearmente indipendenti, quindi
vanno tolti per avere una base, quindi il numero di dimensioni di uno sv.

Corollario

SeV =W @ U, per la formula di Grassmann due spazi vettoriali sono in
somma diretta se e solo se dimV = dim W + dim U — 0 (dato che la
intersezione & nulla).

Dimostrazione

dim(W + U) = dimW + dim U — dim(W n U) Spazio W
dim=2

Spazio U
dim=2

Chiamiamo per convenienza i componenti:
dimW =p

dimU = q X Y
dim(WnU) =k
Intersezione
Sia (vq, ..., V%) una base comune, completo a dim=1
I due piani in comune hanno una retta,

i due sottospazi di dimensione 2 in R3 hanno
BW = (Ul, vy Uk U1y ooes Up) in comune un sottospazio di dimensione 1

BU = (vl, s Uky Ukg1r oo vu)

base di W aggiungendo vettori. Sia dunque

Essendo basi, i vettori all'interno sono linearmente indipendenti tra loro.

Per provare la tesi bisogna dimostrare che il seguente insieme di vettori
(formato da tutti i vettori delle basi, comuni e non) sia base di W + U:

= (vl, s Uty W1 +oe s Wy, Ugeg 1, ...,uq)

Unendo le basi, i vettori vq, ..., v, sono in comune, dato che altrimenti
sarebbero dipendenti (sono gli stessi).

L" insieme forma una base, dato che i vettori sono linearmente indipendenti
e generano W + U. Costruisco i vettori di questo insieme come
combinazione lineare di scalari per i vettori che formano la base:
wew
ueu
v=w+u= (a1v1 + -+ apV + Dpp Wiy + o+ bpwp)

+ (crvy + -+ eV + dpgq U + o+ dpuy)
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Raccogliendo:
= (ayc)vy + -+ (agCr) vk + by1Wiar + -+ bpwy + dpyq s + - + dpu,

Dimostro che sono linearmente indipendenti, quindi scrivo una comb. lin.
nulla e verifico che i coefficienti possono essere solo zeri:
(a;c)vy + -+ (agCp) Vg + bpaWipr + -+ bpywy + dyiqlipsy + -+ dpu, =0

Porto a destra, effettivamente differenziando i componenti e w e € u:
(ayc)vy + -+ (@) Vi + brpaWiyr + - + bpywy = —djiqUpy — - — dpily

In questo modo si sta affermando che un vettore di W & uguale a parte
delle componenti di un vettore di U, ma non ci sono parti dipendenti,
quindi 'unica combinazione che puo rendere vera l'uguaglianza & 0, quindi
b, = 0.

y

Rimane:
a,v1 + -+ QUi 2 vy, .., Vg Sono lin.indip. > a; = 0

Lemma di Steinitz

Afferma che dato uno spazio vettoriale finitamente generato da n vettori,
preso un numero di vettori maggiore di n appartenenti a quello spazio, essi
devono essere linearmente dipendenti, quindi ogni base di uno spazio ha lo
stesso numero di generatori.

SiaV = L(v4, ... Vy), Siano wy, ..., w,, € V con m < n, allora sono linearmente
dipendenti.

Osservazione

Sia V uno s.v. di dimensione n, sia W un suo ssv., allora:
e W haunabase, edimW <dimV
e SedimW =nalloraW =V
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