Capitolo 3

Problemi nella classe P

3.1 Matrici totalmente unimodulari.

ESERCIZIO 3.1. Dire se le seguenti matrici sono TU o no. Giustificare le
risposte.

111 0 00
1 1 0 -1 0 0 0 001O0O0
-1 0 1 0 -1 0 0 00 011
0 0 0 1 1 1 100 0 0O
0 -1 -1 0 -1 010110
0 01 0 01

(a) (0)
111000 -1
1 1 0 -1 0 0 -1 0 000100 O
-1 0 1 0 -1 0 1 -1 000011 O
0 0 0 1 1 1 0 0 100 0 0 0 O
0 -1 -1 0 0 -1 0 1 010110 -1
001 001 O

() (d)
10000 O -1 0 0 1 1 1 0 00
01000 O -1 0 0 1 -1 01 00
001 00 -1 1 0 -1 0 0 01 10
000 1 0 1 0 1 0 0 1 0011
00001 O 0 -1 1 0 0 1 0 01
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ESERCIZIO 3.2. Si consideri il problema (P) di Programmazione Lineare
sotto riportato. (a) Provare che la matrice A dei vincoli ¢ TU. (b) Scrivere il
duale P* del problema P (tralasciando i vincoli di interezza). Si puo affermare
che ogni soluzione di base di P* avra valori interi? Motivare la risposta.
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2 CAPITOLO 3. PROBLEMI NELLA CLASSE P

min 1 + T + T3+ 24 + 25 + T
soggetto a

T, +ax4>1
T +a5>1
T, +ax6>1
To+x4>1
To+x6 > 1
r3+a5>1

T1,%2,...,Te € N.

3.2 Problemi di flusso a costo minimo.

Nel problema del flusso a costo minimo si considera un grafo G(V, A), con costi
ci; associati ad ogni arco (ij) € A. Ainodi ¢ € V sno associati valori b; che
identificano nodi sorgente (b; > 0, il flusso viene generato a tali nodi), nodi
destinazione (b; < 0, il flusso viene “consumato”) e nodi di transito (b; = 0). 11
modello di Programmazione Lineare del problema ¢ il seguente.

min E CijTsj

(i,7)€A
soggetto a
Z Tij — Z Tj; = b; Vi € A, (I)
j: (i,5)€A j: (4,9)€A

Tjj > O, \V/(Z,j) c A.
I vincoli (I) esprimono la conservazione del flusso nella rete.

ESERCIZIO 3.3. Per ognuno dei grafi di Figura 3.1, dire se i seguenti insiemi
di archi identificano basi del problema, ed in caso affermativo calcolare, quando
possible, i valori dei flussi nelle soluzioni ammissibili ad essi associate.

(a) By, = {(L 2)7 (27 3)7 (27 6)7 (47 5)7 (57 6), (67 7)7 (778)}v
By ={(1,3),(1,4),(2,3),(3,6),(3,5),(5,8),(7,8)},
Bs ={(1,2),(1,4),(2,6), (4,5), (5,6), (5,8),(6,7)}.
(b) By = (2a 1)7 (37 6)7 (47 1)7 (47 5)7 (57 7), (67 2)}7
By = {(L 3)7 (37 5)7 (37 6)7 (47 1)7 (67 2), (67 7)}7
B; ={(1,3),(3,5),(3,6),(4,5),(5,7),(6,2)}.
(C) B = {(15 2)7 (2’ 3)7 (2’4)7 (47 5)v (57 6)}a
By = {(15 2)7 (2’4)7 (3’4)7 (47 5)v (57 6)}a
B3 = {(L 2)7 (27 3)7 (274)7 (374)7 (57 6)}
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(d) Br=1{(1,2),(2,6),(3,4),(5,4),(6,3)},
B2 = {(17 2)7 (3> 2)7 (573)7 (574)7 (5, 6)}7
B3 = {(17 2)7 (1>6)7 (37 2)7 (374)7 (5, 3)}

(e) By = {(17 2)7 (1> 3)7 (274)7 (37 5)7 (4, 8)7 (67 3)7 (87 7)}»
By = {(17 2)7 (274)7 (37 2)7 (57 7)7 (6, 3)7 (67 5)> (87 7)}7
B3 = {(17 2)7 (1> 3)7 (274)7 (37 5)7 (5, 7)7 (67 3)}

(f) Bl = {(17 2)7 (2> 5)7 (376)7 (47 2)7 (4, 7)7 (57 3)}7
B2 = {(17 2)7 (3> 2)7 (376)7 (47 7)7 (5, 3)7 (57 7)}7
B3 = {(17 2)7 (3> 2)7 (376)7 (47 2)7 (5, 3)7 (57 7)}

ESERCIZIO 3.4. Per ognuno dei grafi di Figura 3.1 determinare un flusso a
costo minimo applicando il simplesso su rete, partendo dalla base By specificata.

(a) Bo={(1,2),(1,4),(2,3),(4,5),(5,6),(5,8), (6, 7)};
(b) Bo={(1,3),(1,6),(3,5), (4,1),(5,7),(6,2)};

() Bo={(1,2),(2,3),(3,4),(4,5),(5,6)};

(d) Bo={(1,2),(2,6),(3,4),(4,6),(5,4)};

(e) Bo={(1,2),(1,3),(1,6),(2,4),(3,5),(4,8), (8, 1)};
(f) Bo={(1,2),(2,5),(3,6),(4,2),(5,3), (5, 7)}

ESERCIZIO 3.5. Commentare il risultato dell’esercizio precedente, punto (e).
La presenza di soluzioni illimitate implica la possibilita di assegnare ad alcune
variabili valori arbitrariamente grandi, mentre la rete dispone di una quantita
b1 = —(br + bs) = 10 limitata di flusso da mettere in circolazione. La conser-
vazione del flusso sembra quindi, intuitivamente, violata. Giustificare questo
(apparente) paradosso.

ESERCIZIO 3.6. Si consideri la particolare variante del problema del flusso
a costo minimo dove b; =0, Vi € V:

min E CijTij

(i,7)€A
soggetto a
Z Tij — Z Tj; = 0 Vi € A, (II)
j: (i,5)€A J: (Ji)eA

xi; > 0, V(Lj) e A

Dire se e quando il modello (IT) possiede soluzioni ammissibili non nulle (sug-
gerimento: considerare un flusso A > 0 instradato lungo un circuito, se il grafo
ne possiede uno. .. ).

ESERCIZIO 3.7. Discutere la forma della regione di ammissibilita del modello
di flusso a costo minimo: quando & un politopo (o poliedro) convesso? E quando
¢ un poliedro illimitato (troncone)?
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Figura 3.1: Reti di flusso. I costi unitari di trasporto c;; sono indicati sugli
archi, i termini noti b; accanto ai nodi (si assume b; = 0 quando non indicato).
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bs = —10

(D—3)

0 b1:10

(4) ® by = —10
(a) (b)

Figura 3.2: Reti di flusso (b; = 0 quando omesso).

ESERCIZIO 3.8. Applicare sui grafi di Figura 3.2 la procedura per deter-
minare una soluzione ammissibile di base iniziale.

ESERCIZIO 3.9. Per ognuno dei grafi di Figura 3.3, per i quali sono speci-
ficati sia costi (¢;;) che capacita (d;;), determinare una soluzione ottima per il
problema di flusso di costo minimo, partendo dalle rispettive basi iniziali.

(a) By = {(17 3)7 (1>4)7 (376)7 (476)7 (5, 6)}7 N{J = {(L 3)7 (27 5)7 (37 2)}
(b) Bo={(1,2),(1,4),(2,3),(3,5),(5,6)}, NY = {(2,5), (4,6)}.
(C) By = {(17 2)7 (2> 3)7 (27 5)7 (374)7 (4, 6)7 (67 7)}7 N? = {(L 3)7 (37 6)}

ESERCIZIO 3.10. Si consideri la procedura per la determinazione di una
soluzione ammissibile di base iniziale nel problema del flusso a costo mini-
mo. Dire quando la soluzione di base finale prodotta da questa procedura &
degenere.

3.3 Problema del massimo flusso.

Nel problema del massimo flusso sono dati un grafo orientato G(V, A) con ca-
pacita c¢;; > 0 specificate per ogni arco (i,5) € A, un nodo sorgente s ed un
nodo destinazione d, e si richiede di determinare il massimo flusso che puo tran-
sitare sulla rete tra s e d rispettando le capacita degli archi. II modello in
Programmazione Lineare del problema &

i: (s,i)EA
soggetto a
Z Tij — Z T i =0, ?:EV—{S,d},
J: (i,4)€EA J: (4,9)€A

Lij < Cij, V(Z,]) €A
Tij > 07 V(’L,]) c A.
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Figura 3.3: Reti di flusso con costi (¢;;) e capacita (d;;).
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Figura 3.4: Reti di flusso con archi capacitati.

ESERCIZIO 3.11. Per ognuno dei grafi di Figura 3.4, determinare il massimo
flusso tra la sorgente s e la destinazione d, partendo dal flusso iniziale indicato.
Determinare anche un taglio di capacita minima.

(CL) Ts1 — 3, T12 = 27 13 — 17 T4 — 17 T2 — 17 Ted — 1, T43 — 1, T3q = 2 (tutte
le altre x;; = 0).

(b)—(e) Flusso nullo.

ESERCIZIO 3.12. Dire se e quando la regione di ammissibilita del problema
del massimo flusso puo essere un poliedro illimitato (troncone).

ESERCIZIO 3.13. Si supponga di avere un problema di massimo flusso con
capacita associate ai nodi anziche agli archi; si suppone cioe che gli archi abbiano
capacitra infinita, ma in ogni nodo i possa transitare al massimo una quantita
¢; di flusso. Proporre una procedura per risolvere tale problema.

ESERCIZIO 3.14. Scrivere il duale del problema del massimo flusso. E possi-
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bile affermare che in ogni soluzione di base di tale duale le variabili assumeranno
solo valori interi? Motivare la risposta.

ESERCIZIO 3.15. Si consideri il duale del problema del massimo flusso forma-
to nell’esercizio precedente, con variabili u; (i € V — {s,d}) e wy; ((i,7) € A).

Verificare che, ad ogni taglio indotto da un insieme U C V (con s € U), é
possibile associare una soluzione ammissibile duale, definita da

-1, seieU, 1, seieU,j¢U,
0, sei ¢ U, J 0, altrimenti.

3.4 Problema del massimo matching.

Nel problema del massimo matching ¢ dato un grafo non orientato G(V, A);
un matching in G & un insieme di archi M C A tale che nessuna coppia di
archi di M abbia un nodo in comune. Si richiede di trovare il matching di
cardinalita massima. Nel seguito si considerano solo problemi su grafo bipartito.
Il problema ammette il seguente modello di Programmazione Lineare,

soggetto a

Y <l VieV (I11)
(1,)€5(0)
Lij € {07 l}a v(lv.]) € A7

dove 6(7) ¢ l'insieme degli archi incidenti sul nodo i.

ESERCIZIO 3.16. (a) Formare la matrice dei coefficienti del sistema (IIT),
e provare che & TU. (b) Si puo dimostrare la stessa cosa per un grafo non
bipartito?

ESERCIZIO 3.17. Determinare per ognuno dei seguenti grafi bipartiti un
massimo matching, partendo dai matching iniziali My specificati di seguito.

(a) Mo = (Z)
(b) Mo =0, e My={(a1,b1), (as,b2), (as,b3)}.
(C) MO = (Z), e MO = {(ag,bg), (ag,bg)}.

(d) Mo=10,e My ={(a1,b1), (az,b2), (a3, b3)}.
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3.5 Problema del trasporto.

Nel problema del trasporto sono dati m “depositi” con disponibilita ay, as, ..., am
ed n “negozi” con domande by, bo,...,b,. Inoltre per ogni “collegamento”

deposito-negozio (i, j) € specificato un costo unitario di trasporto c;;. Si richiede

di determinare un piano di trasporto a costo minimo per rifornire i negozi

rispettando le disponibilita dei depositi, cioe

m n
min E E CijTij

i=1 j=1

soggetto a

n
E Tij = Q4 i:L...,m,
Jj=1

m
Zl‘ij:bj j=17...7n,
i=1

25 >0, Vi=1,...,m, Vji=1,...,n

(IV)

Si assume Y " a; = Z?:l bj, eventualmente dopo 'applicazione della proce-
dura di bilanciamento.

ESERCIZIO 3.18. Le tabelle seguenti riportano i costi di trasporto c¢;; e, a
margine, i valori di a; e b;. Risolvere i problemi di trasporto corrispondenti
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(applicare la procedura di bilanciamento quando necessario).

1 2 3 4 o 1 2 3 a
118151819190 1128|4120
21416 [10] 4|50 213141920
312 (1114 ] 3|60 318 | 7 |10]40
b; 80 60 30 50 b; 20 30 20

(a) (b)

1 2 3 4 o 1 2 3 4 o
114 |7(12| 8 |50 1158|159 |50
219126 11|50 217 (1412]2160
31719121120 31412131120
b; 40 60 10 30 b; 50 40 30 10

() (d)
1 2 3 4 q
! 1 2 3 4 a
Ljfoysj4)3 40 1110 7 |2 (15150
21719188120
2| 4 8 {918 50
319197 ]8]80
3| 2 3 416 50
a2 1]9Jeo b; 100 100 25 25
b; 50 50 60 40 J

. (f)

ESERCIZIO 3.19. Considerare il punto (f) dell’esercizio precedente. Dato
un ¢ > 0, formulare il problema di trasporto con gli stessi costi ed i seguenti
termini noti.

a; = 150, as = 50 + 5, asz = 50,
by = 100, by = 100, by = 25 + 0.

Confrontare le soluzioni ottime dei due problemi. Calcolare il costo totale per
le due soluzioni ottime, confrontare e giustificare i risultati.

3.6 Problema dell’assegnamento.

Il problema dell’assegnamento n x n consiste nel selezionare n coppie (i, j), con
1,7 € {1,2,...,n}, tali che se due (4, j) e (k,l) sono parte della soluzione, allora
i # ke j # [. 1l problema ammette la seguente formulazione in Programmazione
Lineare.

n o n
min E E CijTsj

i=1 j=1
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soggetto a

n
E LL‘ij:l i:1,2,...7’l’L,
j=1

ixijzl j:1,2,...7n,
i=1

Tij € {0,1}, Vi, j € {1,2,...,71}.

(IT)

ESERCIZIO 3.20. Formare la matrice dei coefficienti del sistema (II), e
verificare che la matrice ¢ TU.

ESERCIZIO 3.21. Dimostrare che aggiungendo alla matrice dei costi ¢;; una
costante § ad una riga o ad una colonna, la soluzione ottima del problema
dell’assegnamento non cambia.

ESERCIZIO 3.22. Risolvere i problemi di assegnamento corrispondenti alle
seguenti matrici.

by by bz by bs by by by by by
ai (5 3 2 6 1 a1 (3 6 7 10 6
a4 2 8 11 7 |5 6 3 8 9
(@ as| 4 3 5 6 b)) as| 2 2 4 16 3
a|l 7 2 3 4 as| 8 6 5 9 10
as \3 2 1 4 as \6 8 4 12 12
by by b3 by bs b1 by b3 by by
a 5 3 8 1 a1 [ 7 1 3 5
as 6 2 7 5 as | 3 2 4 1
() as 4 6 3 8 (d) as] 1 4 6 3
as |10 8 5 2 5 a2 16 5 3 5
as \4 5 2 3 1 as \4 7 2 3 6
by by b3 by bs by by by by bs
ai (5 2 4 3 3 a5 3 4 3 2
aa| 3 4 3 8 2 | 3 4 3 8 3
e a3| 3 2 5 4 6 (f) as| 3 2 5 4 5
al7 3 4 6 5 a4 3 4 6 5
as \5 1 5 4 2 as \5 6 5 4 2
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Capitolo 4

Algoritmi esatti per
problemi NP-completi

4.1 1l problema dello zaino.

11 problema dello zaino 0/1 richiede di selezionare da un insieme di oggetti N =
{1,2...,n} dotati ognuno di un ingombro p; e di un profitto v;, un sottoinsieme
Stale che ) ;g pi < beche ), ¢v; sia massimo. Il parametro b rappresenta la
capacita dello zaino. Il problema ammette una formulazione in Programmazione
Lineare Intera data da

n
max E VX4
i=1

soggetto a

> piwi <b I
i=1
Z1,...,%, € {0,1}.

Un upper bound UB per il modello (I) & dato dalla soluzione del suo ri-
lassamento continuo ottenuto sostituendo il campo di esistenza delle variabili
2; €{0,1} con 0 < x; <1, Vi. Si pud dimostrare che la soluzione del modello
continuo (senza ricorrere al simplesso) si ricava come segue.

Si supponga che gli oggetti siano numerati in modo tale che

VL, Y

P1 D2 DPn
e sia s il minimo indice per il quale risulta > ., p; > b. La soluzione ottima
continua e data da

—1
_ b— 25:1 Pi
Ps ’

'rlv"'axsflzla Ts IS+17"'5IH:05

13
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ed il suo valore da

Z'Uz _Zl 1pz Vs

Se tutti i p; sono interi, e consigliabile arrotondare UB all’intero inferiore.

Si noti che il calcolo di UB fornisce anche immediatamente una soluzione
ammissibile {1,...,s — 1} che puo essere impiegata per il calcolo di un lower
bound.

ESERCIZIO 4.1. Risolvere i seguenti problemi dello zaino 0/1 applicando la
tecnica del branch and bound.

(@) wv1,...,v5 =7,5,9,10,11,

P1,...,p5 =4,1,3,5,6, b=12.
(b) v1,...,v4=6,10,8,18,

Piy...,pa=05,7,1,7, b=1T7.
(¢) wv1,...,v4 =18,14,10,19,

P1,---,p4=5,4,3,6, b=13.
(d) wvi,...,v4=23,5,3,2,

P1y.--,P4 =95,2,3,4, b=9.
(e) wvi,...,v6 =06,8,9,14,12,8,

Pl pe = 4,5,8,10,12,6, b—923.
(f) wis..., 00 =12,8,9,10,12,6,12,

P, pr=10,8,8,9,7,4,12, b= 30.

ESERCIZIO 4.2. (Upper bound di Martello e Toth) Un upper bound migliore
del rilassamento continuo di (I) & basato sulla seguente osservazione: in ogni
soluzione ammissibile di (I), s € I; o s € Ip. Allora, si definiscano

N T () vV

s—1,
i=1 Ps—1
s—1 s—1
0 Z —1 Pi
U = E v; + . Vst1,
=1 Ps+1

e quindi
UBMT = max{U*, U°}.
(a) (Difficile) Dimostrare che su ogni istanza, UBM? < UB (suggerimento: di-

mostrare che UB > U' e UB > UY).
(b) Risolvere le istanze dell’esercizio precedente usando UB™? anziché UB.
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ESERCIZIO 4.3. (Criteri di dominanza) L’uso di criteri logici relativamente
semplici puo permettere di semplificare ’enumerazione in atto nel branch and
bound. Verificare i seguenti criteri, e controllare la loro applicabilita negli alberi
sviluppati per l’esercizio 4.1.

(1) Se in un nodo si ha, per un oggetto j ¢ Ii: b— ) ,c; pi < pj, allora
obbligatoriamente j € Ij.

2) Se per due oggetti i, j, risulta v; > v; e p; < p;, allora in ogni soluzione
gg J J J g
ottima

jeh = i€l (dimostrare per esercizio).

ESERCIZIO 4.4. Risolvere i problemi dello zaino dell’esercizio 4.1 mediante
programmagzione dinamica.

4.2 1l problema del commesso viaggiatore.

Il problema del commesso viaggiatore richiede di trovare su un grafo orientato
G(V, A) con costi di percorrenza c;; associati agli archi (i,j) € A un circuito
hamiltoniano di costo totale minimo. Il problema ammette il seguente modello
in Programmazione Lineare.

min E CijTij

(i,4)€A

soggetto a

Z Tij = 1 Vj S ‘/7
(i,5)€A

Z Ty =1 Vjev, -
(4,i)eA

> @y <8 -1, VSCV:2<|9]<|V|—-1. (%)
(i,5)€S
zi; €{0,1}, V(i,j) € A

Un lower bound per questo problema si ottiene rilassando i vincoli (x); il
problema si riduce allora ad un assegnamento.

ESERCIZIO 4.5. Risolvere le istanze del problema del commesso viaggiatore
associate alle seguenti matrici di costi ¢;; (¢;; = oo quando 'arco (7,7) non
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4.3 Facility location

Risolvere le seguenti istanze di facility location.

ESERCIZIO 4.6.
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ESERCIZIO 4.7. Proporre altri rilassamenti lagrangiani per il problema del-
lesempio 24 delle dispense del corso (lavorare sulle altre serie di vincoli). Dire se
irilassamenti ottenuti possono essere risolti in tempo polinomiale.
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Capitolo 5

Algoritmi di
approssimazione e tecniche
euristiche

ESERCIZIO 5.1. Le seguenti matrici rappresentano istanze di TSP metrico.
Determinare le soluzioni prodotte dall’algoritmo DST.

1 2 3 4 5 1 2 3 4 5

1 /o0 5 5 11 8 1 /o0 6 4 2 14

2 © 2 6 3 2 © 2 4 8

3 © 6 3 3 o 2 10

4 o 3 4 oo 12

5 00 5 00
(a) (0)

1 2 3 4 5 1 2 3 4 5

1 /o0 12 7 12 6 1 /o0 9 3 6 12

2 o 7 4 4 2 o 6 3 5

3 © 5 9 3 © 3 9

4 oo 4 4 © 6

) 00 5 00
(c) (d)

ESERCIZIO 5.2. Applicare l'algoritmo greedy alle seguenti istanze di TSP
simmetrico (si assuma 1 come nodo di partenza).

1 2 3 4 5 6 1 2 3 4 5 6
1 /o0 5 4 7 2 6 1 /0 5 5 9 2 8
2 © 8 9 2 2 2 o 7T 7 2 3
3 © 4 4 6 3 o 6 7 8
4 © 5 8 4 oo 2 4
5 o 7 5 oo 12
6 00 6 00

(a) (b)

19



20CAPITOLO 5. ALGORITMI DI APPROSSIMAZIONE E TECNICHE EURISTICHE

1 2 3 4 5 6 1 2 3 4 5 6
1 /o0 3 7 9 12 8 1 /o0 8 10 6 7 11
2 co 8 6 5 10 2 co 7 2 7T 4
3 © 9 7 2 3 o 8 3 9
4 © 8 2 4 oo 4 12
5 oo 11 5 oo 8
6 00 6 00

(©) (d)

ESERCIZIO 5.3. Si consideri il seguente algoritmo greedy per il problema
dello zaino.

KP-greedy
IHPUt: N, Vi, Pis ba
Output: una soluzione S;

v v v
1 Ordina gli oggeti in modo che -2 > 2> > =

4! b2 DPn
2 S :=0;r:=0b;
3 for ::=1ton do
4 if p; <r then
5 S:=SuU{i};r:=r—p;
6 end for
7 return S;
(a) Si puo affermare che KP-greedy ha un errore di approssimazione limitato?

Studiare il suo comportamento sull’istanza

TL:2, 01:2702:Mu p1:17p2:Ma b:Ma

per M — oo.

(b) Si puo dimostrare che KP-greedy con la seguente modifica
Sia k tale che vy, = max{vi,...,v,};

7 if v, > > ,cgvi then

8 S = {k};

9 return S;

¢ un algoritmo di l-approssimazione per il problema dello zaino. Verificare
I’affermazione sulle istanze dell’esercizio 4.1.

ESERCIZIO 5.4. Applicare la vicinanza N2(C') alle soluzioni delle istanze di
TSP simmetrico ottenute per I'esercizio 5.2, determinando se tali soluzioni sono
localmente ottime.
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Capitolo 3

Problemi nella classe P

(a) La matrice & TU. Usare il Corollario 1 oppure ’Osservazione 1 sulle righe
1-4 con @1 = {1,2,3,4}, Q2 = 0. (b) La matrice & TU. Usare ’Osservazione 1
sulle righe 1-6 con Q1 = {1, 2,3}, Q2 = {4,5,6}. (¢) La matrice ¢ stata ottenuta
dalla matrice di (a), duplicandone le colonne 1 e 3 e poi cambiandole di segno,
quindi ¢ totalmente unimodulare per la Proprieta 1, punti 3 e 4. Alternativa-
mente, & sufficiente usare il Corollario 1 sulle righe, con Q1 = {1,2, 3,4}, Q2 = 0.
(d) La matrice & stata ottenuta dalla matrice di (b) duplicando le colonne 2 e
4 e cambiando segno, quindi ¢ TU per la Proprieta 1, punti 3 e 4. Alternativa-
mente, usare 1’Osservazione 1 sulle righe, con @1 = {1,2,3}, Q2 = {4,5,6}. (e)
La matrice ¢ TU. Benché la matrice non soddisfi le ipotesi richieste dall’Osser-
vazione 1 e dai corollari seguenti, si puod procedere come segue. Si noti che la
matrice & del tipo (I, A), con

0 -1 0 0

0 -1 0 0
A=|-1 1 o -1],

-1 0 -1 0

0 0 -1 1

ottenuta (duplicando una riga) dalla seguente matrice
o -1 0 O

-1 1 0 -1
1 0 1 0
o 0 -1 1

A=

La matrice A’ & TU: si puo applicare I’Osservazione 1 alle sue righe con Q; =
{1,2,3,4}, Q2 = (. Provato che A’ & TU, la Proprieta 1 implica che A & TU
(punto 3) e quindi che (I, A) & TU (punto 1). (f) La matrice non & TU, in
quanto contiene sottomatrici quadrate con determinante diverso da 1, 0, —1.
Ad esempio, per la sottomatrice A; formata dalle righe e colonne 1 e 2, risulta

1 1
Al = (1 _1> , con det A; = —2.

Si ricordi che la Proprieta 1 ed i risultati che seguono da essa forniscono solo
condizioni sufficienti per stabilire che una matrice € TU. Per provare che una

21
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matrice con elementi 1, 0, —1 non & TU occorre trovare esplicitamente almeno
una sottomatrice quadrata con determinante # 1,0, —1.

3.2. (a) La matrice A dei vincoli del sistema risulta la seguente.

Ty T2 T3 T4 T5 Te

vy (1 0 0 1 0 O
uwf( 1 0 0 0 1 0
A U 1 0 0 0 0 1
u | 0 1 0 1 0 0
us | O 1 0 0 0 1
us \ O 0 1 0 1 O

Applicando 1’Osservazione 1 sulle colonne di A, con @Q; = {1,2,3}, Q2 =
{4,5,6}, risulta che A ¢ TU. (b) Il problema P* si formula come segue, con
variabili v1, ..., vg associate ai vincoli di P.

max vjp + V2 + U3+ U4+ Us + Vg

soggetto a
v +v2+v3<1
vs +vg < 1
ve <1 (P*)
v +vg <1
vy +vg < 1
vy +wvs <1
V1,...,vg > 0.

Questo problema ha come matrice del sistema di vincoli la matrice A* = AT,
che in base alla Proprieta 1 risulta TU. Inoltre i termini noti di P* sono interi,
quindi ogni soluzione di base di P* avra valori interi.

3.3. (a) B; ¢ una base, infatti i suoi archi formano un albero di supporto per il grafo
di Figura 3.1(a). Formando i vincoli di conservazione del flusso limitati alle
variabli in base, si ottiene

I12:5

— 12 + T23 + 226 =0
—$23:O

— T26 — Ts6 + Ter = 0

56 — T45 = 0

T45 = 6
Trg — Tg7 = — 7
— 7y = —4

che ammette la soluzione (unica) non negativa

T12 = 9, x93 = 0, Tog = 9, T45 = 6,

x56 = 6, xer = 11, x78 = 4.
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B> ¢ una base, infatti i suoi archi formano un albero di supporto del grafo di
Figura 3.1(a); tuttavia, formando i vincoli di conservazione del flusso, si ottiene
il sistema

13+ T14 =5

—x23=0

T35 + w36 — T13 + 223 =0
—£614:6

r58 —x35 =0

— T36 — 0
1'78:—7
— T8 —xT7g = —4

che mon ammette soluzioni non negative. Quindi Bs & una base non am-
missibile.  Bs non € una base, infatti contiene il ciclo formato dagli archi
{(1,2),(2,6),(5,6),(4,5),(1,4)}, quindi i vettori corrispondenti agli archi di Bs
non sono linearmente indipendenti.

(b) By ¢ una base in quanto i suoi archi formano un albero di supporto del
grafo di Figura 3.1, ma & una base non ammissibile in quanto i vincoli di con-
servazione del flusso ristretti alle variabili di B; non ammettono soluzione non
negativa (verificare). By & una base in quanto i suoi archi formano un albero di
supporto; dai vincoli di conservazione del flusso si ottiene

z13 = 16, x35 = 0, x36 = 16
z41 = 6, Te2 = 8, zg7 = 8.

B3 € una base in quanto i suoi archi formano un albero di supporto; dai vincoli
di conservazione del flusso si ottiene

z13 = 10, T35 = 2, x36 = 8

Tys = 6, Ts7 = 8a Te2 = 8.

(¢) By & una base in quanto i suoi archi formano un albero di supporto del grafo
di Figura 3.1(c). Il valore delle variabili in base &

T12 =9, xo3 =1, Toa =3

Tas = 2, x56 = 1.

B5 ¢ una base non ammissibile, in quanto i suoi archi formano un albero di sup-
porto, ma i vincoli di conservazione del flusso non ammettono soluzione non neg-
ativa. Bs non & una base: contiene il ciclo formato dagli archi {(2, 3), (2,4), (3,4)}.
(d) B; ¢ una base non ammissibile: i suoi archi formano un albero di supporto,
ma i vincoli di conservazione del flusso non ammettono soluzione non negativa
(verificare). Stesso risultato per Bg; Bz € una base che detrmina

T12 = 2, z16 = 10, T32 = 8,
34 = 10, 53 = 10.
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(e) B; ¢ una base che determina
z12 = 10, 13 =0, xo4 = 10, x35 = 0,

w48 = 10, xe3 = 0, Tg7r = D.

By e Bj sono basi non ammissibili (verificare).

(f) B1 € una base che determina
T2 =8, r25 = 10, x36 = 10,

Ty2 = 2, T47 = 6, x53 = 10.

Bs e B3 sono basi non ammissibili.

3.4. (a) La base By con i valori di x;; riportati sugli archi & rappresentata di seguito,
insieme ai valori dei costi ridotti ¢;; relativi agli archi fuori base.

c13 = —4,
Cog = —2,
¢35 =0,

C36 = —3,
crgs = 10.

La variabile entrante, scelta con il criterio del minimo costo ridotto & x13, che
entra con valore 6 = min{x2,z23} = 0. La variabile uscente risulta z12 (anche
x23 € una scelta lecita). Allora (spostando uno “zero pesante”) si ottiene

By =By + (1a3) - (172) = {(173)7 (174)7 (2,3)7 (475)7 (576)7 (5,8), (677)}

c12 = 4,

Cog = —0,
C35 = —4,
C36 = —7
crs = 10.

Entra quindi in base 236, con valore 6 = min{z14, 245, 56} = 5, esce x14. Risulta
allora

By = B1 + (356) - (1a4) = {(173)7 (253)7 (3’6)7 (4’5)7 (576)7 (578)5 (677)}

c12 = 4,
c1a =17,
Cog = 1,
C35 = 3,
crs = 10.

La base B- risulta quindi ottima.



(b) Basi, valori di flusso e costi ridotti risultano come segue:

By = {(17 3)’ (176)’ (37 5)7 (4a 1)7 (55 7)7 (6’ 2)}7
13 =8, Z16 =8, x35 = 8,

z41 =6, 758 =8, T62 =38,
e costi ridotti

Co1 =17, ¢C36 = —4, c45 = —4,

ce7 = 8, Cro = —3.

25

La variabile entrante risulta x3¢ (alternativamente, z45 se 'unica discriminante &
il costo ridotto). La x3s entra in base con valore di flusso 235 = 6 = min{z16} =

8. Esce la z16. Si ha

By = {(17 3)’ (37 5)’ (376)7 (4a 1)7 (Sa 7)7 (6, 2)}7
13 =16, x35 =8, w36 =38,

T41 =6, 1x58 =238, T2 =23,
e costi ridotti

Cie =4, €1 =13, Ci5 = —4,

cer =4, Cra =05.

Entra in base 45 con valore § = min{x13, 35} = 6. Esce x4;.

By = {(17 3)7 (37 5)7 (376)7 (47 5)7 (5a 7)7 (67 2)}7
z13 =10, x35 = 2, x36 = 8,

Tg5 =6, x58 =8, T2 =23,
e costi ridotti

Cer =4, Cr2=05.

La base By ¢ ottima.
(¢) Risulta

By = {(172)’ (273)’ (374)7 (4a ) (
By = {(17 2)7 (273)7 (274)7 (47 5)7 (5, 6)}

ot
ot
D
=
—
—
QI
(]
=
I
|
e
~—

ottima con x19 = 5, ez = 1, xo4 = 3, x45 = 2, w56 = 1 (verificare).

(d) Risulta
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ottima con x19 = 12, ko4 = 2, x34 = 8, x54 = 0, 56 = 10 (verificare).
(e) La base iniziale By con valori dei flussi e costi ridotti relativi agli archi fuori
base e riportata di seguito.

By = {(L 2),(1,3),(1,6),(2,4), (37 5), (47 8)7 (8> 7)}7
1
C3a =2
7 = —11
Co3 = 9,
Ces = 0,
Cr6 = 4.

Entra z57 = 6 = 5, esce wgr.

By = {(L 2)7 (17 3)7 (17 6)7 (274)7 (37 5), (47 8)7 (5> 7)}7

C32 = 2
Ce3 = D
o5 = 6,
crg = — T,
cg7 = 11.

C32 = 2
Cez3 = —2
ces = —1,
¢16 =17,
cg7 = 11.

La variabile xg3 & selezionata per entrare in base, ma il ciclo {(6,3),(3,5),
(5,7),(7,6)} (che & anche un circuito) non permette la selezione di una vari-
abile uscente. Questo indica la presenza di una soluzione illimitata.

(f) Risulta

By = {(132)7(2’5)7(3’6)7( ) )5(573)
B = {(132)7(2’5)7(3’6)7( ) )5(477)3(573)}a

con ri2 = 87 T25 = 53 = T36 — 10, T42 = 2, Tqa7 = 6 (Veriﬁcare).

Si osservi che G possiede (almeno) un circuito C' con costo totale negativo
(ad esempio C = {(6,5),(5,7),(7,6)}). Data una soluzione ammissibile (non
necessariamente di base), Z;;, ed un Ag > 0, si definisca la soluzione Z;; =
Zij + Ac se (4,5) € C, altrimenti &;; = Z;;. Si possono constatare i seguenti
fatti.
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(1) Le &;; soddisfano i vincoli di bilanciamento del flusso, cioé¢ formano una
soluzione ammissibile. Infatti per qualunque nodo ¢ € V:

e se i ¢ C, il bilanciamento al nodo ¢ ¢ sicuramente soddisfatto:

Z ‘%ij — Z ‘%ji = Z Tij — Z Tj; = b;.

J: (h5)€A J: (Gi)eA J: (i,5)€A J: (Ji)eA

e se i € C, esiste un unico arco di C che entra in ¢ ed un unico arco
che ne esce, quindi

Z Tij — Z Tji = Z Tijj+Ac— Z Zji—Ac =b;.

j: (i,5)€A j: (4,9)€EA j: (i,5)€A j: (4,9)€A
(2) Si possono definire #;; per valori di A¢ arbitrariamente grandi.

(3) Tale procedimento si pud applicare a qualunque circuito del grafo.

Quindi ogni flusso su G non é definito in modo univoco, ma a meno di costanti
A¢ non negative arbitrarie legate ai circuiti del grafo. Il costo addizionale di
questo “flusso fantasma” A¢ € paria A¢ ( Z(i,j)EC cz-j). La presenza di un ciclo
di costo totale negativo da quindi la possibilita di generare soluzioni con costo
arbitrariamente basso (tendente a —oco per Ag — 00).

Nota. Le soluzioni di base considerate dal simplesso corrispondono sempre a
flussi per i quali Ac = 0 (le soluzioni di base non possono — ovviamente —
contenere circuiti).

3.6. Applicando le considerazioni dell’esercizio precedente (basta porre Z;; = 0), se
G contiene almeno un circuito C, la soluzione non negativa

0, altrimenti,

) {A, se (i,§) € C,
Tij =

& ammissibile, per ogni A > 0 (verificare).

3.7. In base alle considerazioni dei due esercizi precedenti, quando G contiene cir-
cuiti & possibile costruire soluzioni con variabili a valori arbitrariamente grandi,
e quindi la regione di ammissibilita € un poliedro illimitato. Quando G non
contiene circuiti tale costruzione non e possibile, e la regione di ammissibilita e
un politopo o poliedro convesso.

3.8. (a) 1l problema della prima fase si imposta aggiungendo il nodo artificiale ¢ e
gli archi (1, q), (g,2), (¢,3), (¢,4), (¢,5). Una base ammissibile & effettivamente

Bo ={(1,9),(4,2),(g:3), (¢:4), (¢,5)},
con T1q = xq3 = 10, T2 =24 = g5 =0, €

rig=-2, r14=-2, 123 =0, 124 =0,

r43 = 0, rs3 =0, 754 =0.
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Entra in base x12 con valore 6 = 0, esce x12

. Quindi si ha

CAPITOLO 3. PROBLEMI NELLA CLASSE P

B ={(1,9),(1,2),(¢,3),(¢,4), (:5)}, (ras = —2)
By ={(1,9),(1,2),(1,3),(¢,4), (¢,5)}, (raa = —2)
Bs ={(1,9),(1,2),(1,3),(2,4), (¢,5)}, (rss = —2)
By ={(1,9),(1,2),(1,3),(2,4),(3,5)} (ottimo)

Quindi B = {(1,2),(1,3),(2,4),(3,5)} & una base ammissibile con x15 = x13 =
10, xo4 = x35 = 0. (b) Non esiste una base ammissibile.

(a) Dati B = {(1,3),(1,4),(3,6),(4,6),(5,6)} e N» = {(1,3),(2,5),(3,2)}, per
determinare i flussi z;; si impostano i vincoli di conservazione del flusso, con
xi; = 0se (i,7) ¢ BU Ny, ;5 = d;j se (i,7) € Ny. Risulta quindi (si noti che
Pultima equazione ¢ ridondante) quanto segue.

(Nodo 1) Tio+T7T+x14 =7 0
€T =
(Nodo 2) —215—5+5=0 2 .
€T =
(Nodo 3) —~T+a35+5=0 "
— I36 = 2
(NOdO 4) Tg6 — T14 = 0 . 0
(Nodo 5) w56 — 5= —2 a6 = 5
€T =
(NOdO 6) —X36 — L46 — THr6 — -5 5

Cos =3
C32 =3
C43 =05

Le condizioni di ottimalita sono violate dagli archi

(1,3), perché (1,3) € Ny e c13 >0,
(2,5), perché (2,5) € Ny e ca5 > 0,
(3,2), perché (3,2) € Ny e c32 > 0.

L’arco (3, 2) & quindi idoneo ad entrare in base; esso individua il ciclo {(3, 2), (1, 2), (1,4), (4,6), (3,6)}.

$13=7
Tos =D
32 =5

L’ammontare della variazione di flusso sugli archi del ciclo e data da

0 = min{xsa, di2 — 12, T14, Ta6, d36 — 36}

=min{5,6,0,0,7} = 0.

Gli archi candidati a lasciare la base sono (1,4) e (4,6); arbitrariamente, si &
scelto By = Bg + (3,2) — (1,4). Si passa quindi alla nuova soluzione di base
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degenere

B, = {(17 2)7 (37 2)7 (376)7 (476)7 (5a 6)}7
]\]11 = {(153)7 (2’5)

}.

Cia = 3
ci13 =95
Cos = 6
C43 =25

L’arco (2,5) € N{ viola le condizioni di ottimalitd (z25 = das,C25 > 0), € puo
quindi entrare in base. Esso induce il ciclo {(2,5), (5,6), (3,6), (3,2)}, con

0= min{z25, T56, d3e — 173673332}
= min{5,3,7,5} = 3.

Si ottiene quindi

B2 = Bl - (37 6) + (27 5) = {(17 2)7 (27 5), (37 2)7 (376)7 (476)}

NY = {(1,3)}.
ci13 =25
Cla =3
C43=25

Entra quindi in base 'arco (1, 3) mentre esce (2,3) (§ = 2).

B3 = {(17 2)7 (1> 3)7 (27 5)7 (376)7 (4, 6)}

N =10
Ciqy = —2
C3o = H
C43 =D

Cs6 = 1
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Infine si ottiene, con § = 5,

B4 = B5 + (1a4) - (376) = {(172)7 (173)7 (1,4)7 (275)7 (476)}

C36 = 2
C43 =3
Cs6 = 3.

La soluzione risulta ottima, poiché tutte le condizioni di ottimalita sono rispet-
tate.
(b) Valutando i costi ridotti rispetto alla base By si ottiene quanto segue.

Cos = —1
Csg = 8

L’arco saturo (4,6) viola le condizioni di ottimalitd, e pud quindi entrare in
base.

By = DBy + (456) - (3a6) = {(172)7 (154)7 (253)7 (3’5)7 (476)}
Nvl1 = {(275)7 (376)}

Cos = —1
C36 = —4

La nuova soluzione rispetta le condizioni di ottimalita.
(¢) Base ottima B* = {(1,2),(1,3),(2,5),(3,4),(3,6),(6,7)}, Ny ={(4,7)}.

3.10. Se il problema ammette soluzioni ammssibili, allora la base finale prodotta dalla
procedura per la determinazione della soluzione iniziale deve essere degenere.
Infatti il nodo supplementare ¢ deve essere collegato da (esattamente) un ar-
co all’albero di supporto corrispondente alla base finale. Inoltre se esiste una
soluzione ammissibile tale arco deve essere scarico (altrimenti la soluzione della
prima fase non avrebbe costo nullo).



31

3.11. (a) A partire dal flusso iniziale specificato (totale f = 3), si ottiene il primo
grafo di scarto, riportato di seguito.

Si noti che (4,2), (6,2), (d,6) sono archi backward. Un possibile cammino
orientato s — d & (s,5,d), che dd A = min{7,1} = 1. Si aumenta quindi di 1 il
flusso lungo gli archi (s,5) e (5,d) del grafo originale, ottenendo x5 = 254 = 1
e portando il flusso totale a f = 4. Ridisegnando il grafo di scarto per il nuovo
flusso, si ottiene

sul quale esiste il cammino s—d (1,4, 2,6, d). Sinoti che questo cammino utilizza
Parco backward (4,2). Risulta A = min{1,1,1,3} = 1, ed i nuovi flussi degli
archi interessati sono

Tsqg = 1, Ty =1-1=0, Tog=1+1=2,
Teg=14+1=2,

ed il nuovo valore di flusso nella rete & f =4+ 1 = 5. Il nuovo grafo di scarto &
il seguente.

Sull’ultimo grafo di scarto nonesistono cammini orientati s — d (facile verifica),
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quindi un flusso massimo ¢ dato da

Ts1 =3, T12 = 2, 13 = 1, Tog = 2, Teq = 2,
Tsa =1, z43 = 1, T34 = 2,
Tss5 = 1a Tsd = 1a

con f = 5. Un taglio di capacita minima e determinato dall’insieme dei nodi
raggiungibili da s sull’ultimo grafo di scarto mediante cammini orientati. Qui,
U=1{s1,2,3,4,5} & un taglio di capacitd minima (verificare che C'(Sy) = 5).
(b) Ottimo f =4, U = {s,1,2}.

(¢) Ottimo f =6,U = {s,1,2,4,5,6}.

(d) Ottimo f =5, U = {s}.

(e) Ottimo f =9, U ={s,2,3}.

Se i vincoli di capacita x;; < ¢;; sono specificati per tutti gli archi del grafo, la
regione di ammissibilita non puo essere un troncone. Se invece il grafo contiene
archi a capacita illimitata, e se esiste un circuito formato da archi di tale genere,

la regione di ammissibilitd & un poliedro illimitato (valgono le considerazioni
degli esercizi 3.5 e seguenti).

E sufficiente, dato il grafo G capacitato sui nodi, costruire un grafo G’ capacitato
sugli archi, definito come segue.

e Ad ogni nodo 4 con capacita ¢; di G corrispondono in G’ due nodi i1, 19
collegati da un singolo arco (i1,42) di capacita ¢;.
e Ad ogni arco (i,7) di G corrisponde larco (iz, j1) di capacita infinita.
Su G’ si puo applicare il tradizionale algoritmo per trovare il flusso massimo.
Definite le variabili u;, i € V — {s,d} associate ai vincoli di conservazione del

flusso, e le variabili w;;, (i,7) € A associate ai vincoli di capacita, il duale del
modello del massimo flusso &

min E CijWij

(i,5)€A
soggetto a

u; — u; +wi; >0 (i,5) € A, 4,5 ¢ {s,d},
—u; + we > 1 (s,j) € A,

u; + wiq > 0, (i,d) € A,

u; libere, Vi € V — {s,d}, w;; > 0, V(4,7) € A.

La matrice dei vincoli & TU (verificare), ed i termini noti appartengono all’in-
sieme {0, 1}. Quindi le soluzioni di base avranno valori interi.

Per la serie di vincoli u; — u; + w;; > 0, si puo verificare che, per ogni taglio
(U,V —U), per i valori specificati risulta, per ¢,j # s, d:

Ui Uj Wi Uy — Uj + Wiy
ieU,j¢U -1 0 1 0
i¢UjeU 0 -1
1eU,jeU -1 -1
i¢U,j¢U 0 0

o O O

1
0
0
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quindi questi vincoli sono soddisfatti. Analogamente si possono verificare le
altre serie di vincoli:

Uj Wsj U+ Wy
seU,j¢U 0 1 1
selU,jeU -1 O 1

Ui  Wid Ui + €id
ielUd¢U -1 1 0
i¢Ud¢U 0 0 0

3.16. (a) La matrice dei coefficienti del sistema dei vincoli coincide con la matrice
di incidenza nodi-archi del grafo G, quindi se G & bipartito la matrice ¢ TU.
(b) No, la matrice di incidenza di un grafo non bipartito non &, in generale, TU
(facile verifica).

3.17. (a) A* = {(a1,b1), (a2, b2), (a3, bs3)} & immediato.
(b) Da MO = {(al, bl), (ag, bg), (a4, bg)} si etichetta QQ(E, —), bl(O, ag), al(E, bl),
bQ(O, al), ag(E, bg), bg(O, 0,3), a4(E, bg), b4(0, 0,4). b4 e esposto, ed il cammino
alternante individuato e

((a’Qv bl)v (blv al)v (alv bQ)v (b27 a3)7 (a’37 b3)7 (b37 CL4), (a’4v b4))a

Quindi il matching risulta, dopo 'aumento:

A = {(al, bg), (ag, bl), (a3, b3), (a4, b4)}

Riapplicando la procedura di etichettatura, non si possono etichettare altri nodi
esposti, quindi A ¢ ottimo.

(C) Ottimo A* = {(al, bg), (CLQ, b4), (ag, bg)}

(d) Ottimo A* = {(al, b4), (0,2, bg), (ag, bg), (a4, bl)}

3.18. (a) Poiché risulta ), a; = 200 e Zj b; = 220, occorre bilanciare il problema
aggiungendo un deposito fittizio 4, con a4 = 20. In mancanza di ulteriori
indicazioni, si assume c4; = 0 per ogni j. La matrice del problema bilanciato ¢
quindi la seguente.

1 2 3 4 q
1185|8990
21416 [10] 4|50
312114 ] 3|60
41010]0]07]20

b; 80 60 30 50

L’applicazione del metodo dell’angolo Nord-Ovest fornisce la base iniziale By =
{(1,1),(1,2),(2,2),(2,3),(3,3),(3,4), (4,4) }, con valori e costi ridotti riportati
di seguito (in grassetto i costi ridotti nulli delle variabili in base).

1 2 3 4 q 1 2 3 4
1[807 107 90 1100 |-1|1
2|+ 15070 50 2]-510| 0 |5
3 30130 60 3| —-1(11|) 0 | O
4 20| 20 410 (3 |-1|0

b; 80 60 30 50

Tij Cij
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11 costo ridotto minimo (—5) si ha in corrispondenza della casella (2, 1), che entra
in base (anche (2,4) ¢ una scelta lecita). Individuando il ciclo {(2,1)%,(2,2)~,
(1,2)*,(1,1)"} e ponendo A = min{x11, z22} = 50 si effettua il cambio di base

By = DBy + (25 1) - (2a 2) = {(17 1)7 (15 2)7 (25 1)7 (2’ 3)7 (37 3)a (374)5 (474)}a

da cui risultano valori e costi ridotti come segue.

1 2 3 4 1 2 3 4
1130760| + 90 1100 |—-6|—4
2 [ 507 0~ 50 2050 -5
3 30 |30 | 60 3[4]16] 00
4 20 | 20 4[58 -1]0

b; 80 60 30 50
Tij Cij

4

Proseguendo (ora A = min{z11,223} = 0), si ha lo spostamento di uno “ze-
ro pesante”. I passaggi successivi non presentano caratteristiche particolari, e
vengono riportati senza commenti.

By = B1 + (L 3) - (2a 3) = {(17 1)7 (15 2)7 (15 3)7 (2’ 1)7 (37 3)a (374)5 (474)}a

1 2 3 4 o 1 2 3 4
1[30760] 0T 90 110 0| 0|2
2150 50 210 |56 |1
3| + 307 30 | 60 3(—-2(10] 0 |O
4 20| 20 4/-112]|-1]0

b; 80 60 30 50

xij Eij

By =By +(3,1) — (1,1) = {(17 1)7 (1, 2)7 (1,3),(2,1),(3,3),(3,4), (474)}7

(con A = min{z11, 233} = 30, la scelta della casella uscente tra (1,1) e (3,3) ¢
arbitraria)

1 2 3 4 g 1 2 3 4
1 60 | 307 90 112 70| 0 2
2| 507 + | 50 210 13| 4 |-1
31307 0 |307 60 310 (10, 01O
4 20| 20 41 -112|-1] 0
b; 80 60 30 50
Lij Eij

By = B3 + (2a 4) - (374) = {(17 2)7 (17 3)7 (2, 1)7 (274)7 (3v 1)7 (37 3)7 (474)}7
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(con A = min{xa1,x34} = 30)

1 2 3 4 aq 1 2 3 4
1 60 | 30 90 11210] 0 |3
2 | 207 307 50 2(01 3410
3 [ 607 0~ 60 3[of10] 0 |1
4 + 207 20 401 ]-270
b; 80 60 30 50
Lij Cij

Bs = By + (47 3) — (3> 3) = {(17 2),(1,3), (27 1), (274)7 (3? 1)7 (4, 3)7 (4, 4)}7

(il ciclo individuato & {(4,3)*",(3,3)7, (3, )", (2,1)7,(2,4)%,(4,4)—}, A=0)

1 2 3 4 q 1 2 3 4
1 60 | 30 90 1{0j0]0]|1
2120 30 | 50 2(0]51|6|0
3160 60 3101221
4 0 |20]20 41013 1]0]0
b; 80 60 30 50
Tij Eij

Bs risulta quindi ottima, avendo ¢;; > 0 per ogni %, j.

(b) Essendo >, a; =80 e Zj b; = 70, la procedura di bilanciamento richiede di
inserire un negozio fittizio 4, con by = 10 e ¢;4 = 0 per ogni %, non essendo stato
specificato altrimenti. La tabella seguente riassume il problema bilanciato.

1 2 3 4 a
1128|4012
21314190120
38| 7 |10] 0 |40

b; 20 30 20 10

Si ottiene quindi, mediante la procedura dell’angolo di Nord-Ovest,

Bo={(1,1),(1,2),(2,2),(3,2),(3,3), (3, 4)}

1 2 3 4 q 1 2 3 4
1120 07| + 20 110(0|-7| -1
2 20 20 21510 2 3
3 107 207 10 | 40 3/]7{0| 0| O

b; 20 30 20 10

Tij Cij



36 CAPITOLO 3. PROBLEMI NELLA CLASSE P

e successivamente

Bl = {(13 1)7 (L 3)7 (27 2)7 (37 2)3 (37 3)3 (374)}
1 2 3 4 q 1 2 3 4
11207 0t 20 110|706
2| + | 207 20 21-210]213
3 107 207 10 | 40 3/ 0]ojo]oO
b; 20 30 20 10
xij Eij
B2 = {(13 1)7 (2a 1)7 (27 2)7 (37 2)3 (37 3)3 (374)}
2 3 4 aq; 1 2 3 4
1 20 20 112|706
2120 0 20 2100213
3 30| 0 [10 140 3/2(0/0]0
b; 20 30 20 10
xij Eij
(soluzione ottima).
¢) Si ha ca; = 120, -b; = 140, quindi occorre inserire un magazzino
( ) 7 77

fittizio 4 con a4 = 20 e formare il seguente problema bilanciato.

1 2 3 4 o
114 |7(12| 8 |50
2191216 |11]50
31719121120
4101010020

b; 40 60 10 30
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da cui, cominciando con la By generata dalla procedura dell’angolo Nord-Ovest,

Bo ={(1,1),(1,2),(2,2),(2,3),(3,3), (3,4), (4,4)}

1 2 3 4  a; 1 2 4
11]40 | 107 + | 50 110] 0 1 -2
2 507 0~ 50 211010 O 6
3 107 107 20 311211 O 0
4 20 | 20 41 6 3|-1]0

bj 40 60 10 30
Iij Eij
By = {(17 1)7 (17 2)7 (17 4)? (2’ 2)7 (3a 3)7 (37 4)7 (47 4)}

1 2 3 4  a; 1 2 3 4
140110 0 |50 11]0(0| 3 1|0
2 50 50 211010 2 |8
3 1071 107 20 3110{9| 0 |0
4 + | 207 20 4 1{-11]0

b; 40 60 10 30
Tij Cij
By = {(17 1)5 (17 2)’ (17 4)7 (2a 2)7 (3a 4)7 (43 3)7 (43 4)}

1 2 3 4  a; 1 2 3 4
1]40] 10 0 | 50 110|040
2 50 50 211010318
3 20 | 20 3110(9]1]0
4 101 10| 20 414111010

bj 40 60 10 30
Iij Eij

(soluzione ottima).
(d) 1l problema & bilanciato (3_;a; = 3_;b; = 130), quindi si procede diretta-
mente, senza bisogno di bilanciamento.

By = {(17 1)7 (17 2)7 (27 2)? (2’ 3)7 (3’ 4)7 (474)}

1 2 3 4 g 1 2 3 4
1{50| 0 50 11010 (9]|5
2 40 207 60 2610 [0]2
3 + [10710] 20 3[21=3]0]0
b; 50 40 30 10

Tij Cij

By = {(17 1)7 (17 2)7 (273)v (2’ 4)7 (3’ 2)7 (374)}

1 2 3 4 q; 1 2 3 4
1150 0 50 1/0]0]9] 5
2 307130 | + | 60 21610|0]| -1
3 107 107 20 351013 0

b; 50 40 30 10
Tij Eij

By = {(17 1)7 (17 2)7 (27 2)? (2’ 3)7 (2’ 4)7 (37 2)}
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1 2 3 4 a 1 2 3 4
1(50| 0 50 1/0(0[9]|6
2 20 | 30 | 10 | 60 216|000
3 20 20 3150|131

b; 50 40 30 10
Tij Cij

(soluzione ottima).
(e) Il problema & bilanciato. Risulta:

By ={(1,1),(2,1),(2,2),(3,2),(3,3),(4,3), (4,4)} (14 = —15)),
By :{(Ll)v( 4),(1,2), (3, ),(373),(473)7(4,4)} (631 = —13),
By ={(1,4),(2,1),(3,1),(3,2),(3,3),(4,3),(4,4)}  (Caa =-T7),
By ={(1,4),(2,1),(3,1),(3,2),(3,3),(3,4),(4,3)},

ottima con T14 = 40, To1 = 20, Tr31 = 307 T32 = 50, T33 — T34 = 0, T43 = 60.
(f) Il problema ¢ bilanciato. Quindi si ottiene

Bo={(11),(1,2),(2.2), 2.3, 3.3). 3,4} (e = 7).
By :{(Ll)v( )7( ) ( ) )7( ) ),(374)} (513: —13)7
By ={(1,1),(1,2),(1,3),(2,1),(3,3),(3,4)} (s = —10),
Bs ={(1,1),(1,2),(1,3),(2,1),(3,1), (3,4)},

ottima con 11 = 25, T2 = 100, 13 = 25, To1 = 50, Tr31 = 257 T34 = 25.

(Il “paradosso dei trasporti”) La base Bs ottenuta nell’esercizio precedente
continua ad essere ammissibile, con x1; = 25 — §, x12 = 100, z13 = 25 + 9,
291 = 5040, w31 = 25, w34 = 25. L’analisi dei costi ridotti (che non dipendono
da a;, bj) mostra che anche lottimalita di B ¢ preservata. Nei due casi, i costi
di trasporto totali risultano pari a 1400 e 1400 — 44, rispettivamente. Quindi
in questo caso, trasportando una maggiore quantita di merce si paga di meno.
La giustificazione di questo fenomeno si ha in base al migliore sfruttamento dei
collegamenti magazzini-negozi: J unita di merce possono essere stornate dal col-
legamento (1,1) (con costo unitario 10) e spostate invece sui due collegamenti
(2,1) e (1,3) (con costi 4 e 2 rispettivamente) con un risparmio complessivo di
(10 — 4 — 2) x § (confrontare le due soluzioni).

La matrice dei coefficienti del sistema (IT) & la matrice di incidenza del grafo
bipartito K, ,,, quindi ¢ TU.

Se k ¢ la riga alla quale si aggiunge J ai costi, sia
C/ o Cij, se 1 }é ]C,
: crj +0, sei=k.

il vincolo Z?:l xk; = 1 implica che con i nuovi costi, qualunque sia la soluzione
ammissibile x;;:

2 : / _ 2 : } :
cijxij = CijTij + CkjTkj + 5,
4,J i#k,j J
ed € noto che aggiungere una costante alla funzione obiettivo non cambia la
soluzione ottima. Analogo ragionamento per le colonne.
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3.22. (a) Riducendo la matrice per righe, occorre sottrarre 1, 2, 3, 2 ed 1 alle righe
ai,...,as rispettivamente. Quindi occorre sottrarre 1 e 2 alle colonne by e by
rispettivamente. La matrice risultante e

by by by by bs

ar (3 2 1 3 0
a1 0 6 7 5
as 0 0 2 1 3
as {4 0 1 3 2
as \'1 1 0 0 3

Lavorando sul grafo bipartito con archi {(a1, bs), (az, b2), (as,b1), (as, b2), (a4, bs),
(as,b3), (as,bs)} si ottiene il matching

A = {(a1,b5), (a3, b1), (as,b2), (as, b3)}.

Per questo A, le etichette finali lasciate dall’algoritmo per il massimo matching
sono associate ai nodi ag, a4, ba, pertanto {ai,as,as, by} costituisce una cop-
ertura minima degli zeri in matrice. Scegliendo € = €43 = 1 ed effettuando il
passo di aggiornamento della matrice, si arriva a

by by bz by b5

a3 3 1 3 0
|0 0 5 6 4
as| 0 1 2 1 3],
a3 0 0 2 1
as\1 2 0 0 3

dalla quale siricava ]’ assegnamento ottimo A* = {(ay, bs), (a2, b2), (a3, b1), (a4, bs),

(a5, b4)}, di costo ¢(A) = 13.

(b) A* = {(a1,b1), (a2,bs), (as, b2), (a4, bs), (a5, b3)}, c(A*) = 24.
(c) A" = {(a1,b2), (a2, b3), (a3, b2), (a4, bs), (a5, b5)}, c(A*) = 11.
(d) Ar = {(a17b2)7 (an 5)7 (a37b2)7 (a47b4)7 (a57b3)}= C(A*) =9.

(e) A* ={(a1,bs), (a2,bs), (a3, b1), (as,b3), (as,b2)}, c(A*) = 13.
(f) A* ={(a1,b4), (az,b1), (a3, b2), (a4, b3), (a5, b5)}, c(A*) = 14
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CAPITOLO 3. PROBLEMI NELLA CLASSE P



4.1.

Capitolo 4

Algoritmi esatti per
problemi NP-completi

(a) Volendo utilizzare 'upper bound continuo, & conveniente riordinare gli ogget-
ti per rapporti v; /p; non crescenti. L’ordinamento & (2,3,4,5,1). Al nodo radice
0, risulta

P2+ p3+ps=9<b, D2 +p3+ps+ps = 15>,

e quindi
3
UBy=5+9+10+ \‘EllJ =29.

Dal calcolo dell’'upper bound si deriva anche immediatamente una soluzione
ammissibile {2, 3,4} che fornisce un lower bound iniziale LB = 24. Il branch del
nodo 0 avviene sull’oggetto 5, portando a generare i nodi

L ={5}io=0) e 2(L1i=01={5}).
La valutazione dei nodi 1 e 2, tenuto conto degli I; ed Iy associati, produce

per 1

3
UB; =5+9+10+ Z7J =29,

con soluzione ammissibile derivata {2, 3,4} che non migliora il LB, e per il nodo 2

2
UB2=11+5+9+ glOJ =29,

con soluzione ammissibile derivata {2, 3,5} di valore 25 > LB, quindi si aggiorna
LB = 25. Continuando lo sviluppo dell’albero effettuando il branch sul nodo
aperto con UB massimo, si ottiene I’albero di Figura 4.1. Una soluzione ottima,
di valore 26, & S = {2,4,5} (incontrata ad esempio al nodo 8).

(b) Soluzione ottima {2, 3,4}, z = 36.

(¢) Soluzione ottima {1,2,3}, z = 42.

(d) Soluzione ottima {2, 3,4}, z = 10.

(e) Soluzione ottima {1,2, 3,6}, z = 31.

(f) Soluzione ottima {1,3,5,6}, z = 38 (banale).

41
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Note
0 0 0 UBy =29 LB=24
1 0 {5} UB; =29
2 {5} 0 UBy=29 LB = 25
3 0 {1,5} UB; =24 Sol. completa
4 {1} {6} UB4s=29
5 {1} {4,5} UBs =21 Sol. completa
6 {14} {5} UBg=28
7 {5} {4} UB;=28
8 {4,5} ) UBg=26 Sol. completa, LB = 26
9 {1,4} {3,5} UBg =22 Sol. completa
10 {1,3,4} {5} UBjp=26 Sol. completa
11 {5} {1,4} UB;; =25 Sol. completa
12 {1,5}) {4} UB;=26<LB Nodo chiuso

Figura 4.1: Albero di branch.

4.2. (a) Per U° < UB risulta, tenendo presente che sl < e

Ps+1 — Ds
O— 2.i=1Pi pz 0= 24=1Di pz
v 1 < v = UB.
I L Wi 2
Per Uy < UB, si osservi che
b—
Ul—UB:’Us—p ( Z’L lpl)vs—l
Ds—1

(o) (- S (22 - 1)

e, poiché b — 3777 pi < py,

s—1
U= UB< (b= pe1—p) (5 - =) <o,
i=1 s

Ps—1 Ds
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11 criterio (1) ¢ immediato: se ad un nodo non esiste capacita residua sufficiente
a contenere un oggetto ¢, necessariamente ¢ € Iy in ogni soluzione ammissibile
raggiungibile da quel nodo; questo criterio evita di generare nodo corrispondenti
a soluzioni non ammissibili (& bene evitare di generare simili nodi, per Vefficienza
della procedura di branch and bound).

11 criterio (2) si puo dimostrare nel seguente modo: si supponga per assurdo di
avere una soluzione ottima S dove j € S e i ¢ S. Allora, sostituendo j con i in

S:
p(S —j+i) =p(S) —pj +pi <p(S) <b
(cioé la nuova soluzione S — j + ¢ & ammissibile), e
v(S —j+1i) =v(S) —v; +v; > v(S),

contraddicendo l'ottimalita di S. Questo criterio permette di prendere decisioni
su piu oggetti ad uno stesso nodo: se j e stato inserito in Iy, occorre inserire
anche i; viceversa, se i € stato inserito in Iy, occorre inserirvi anche j.

(a) Ricordando che allo stato sy, & associato I'ottimo del problema

n n
f*(sK) = max { > v Y piwi < szg}
k=1 k=1

e la formulazione ricorsiva f*(s;) = maxq{f*(t(d, sx)}, il calcolo delle f* for-
nisce:

. 0, 1<s5<6 ) NO, 1<s;<6,
[ (s5) = ds(s5) =
11, 7<ss<12. SI,  7<ss<12.

0, 1<s4<4, NO, 1<s4<5,
. 10, s4 =5, y SI, s4=025,
FE)=91 6<e <10, di(5) = N0, 6 < s, < 10,
21, 11 < s4 < 12. SI,  11<s4<12.
0, 1<s3<2,
9, 3<s;3<4, NO, 1<s3<2,
10, s3 =5, SI, 3<s3<4,
ff(s3) =<11, 6<s3<7, d*(s3) =< NO, 5<s3<7,
19, s3 =8, SI,  8<s3<10,
20, 9 < s3<10, NO, 11<s3<12.
21, 11 < s3<12.

57 1§S2§27

9, §3 = 37
L d< s <s SI, 1<s5<2,
157 o 52 o NO, S3 = 37
) S2 = ) *
I (s2) = i dj(s2) = {SL 4 <sp<T

167 SS9 = 77

NO, 8 < S92 < 97
197 SS9 = 8,

SI, 10 < sy <12,
20, S = 9

21, 10 < sy < 12.
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Infine,
F7(sT12) =26,  di(s; =12)=SL
Una soluzione ottima ¢ data da S = {1, 3,4}, in quanto

8) = NO, d5(s5 = 8) = ST,
0) = NO.

di(12) =9I, ds(s
d;(s; =5) =8I, di (s

CU¥ N ¥

.5. (a) Al nodo radice 0 si risolve il problema di assegnamento per valutare il LB;
l’algoritmo ungherese applicato alla matrice (a) termina con la seguente matrice
ridotta (in grassetto le celle dell’assegnamento)

1
00
00
0
2
2

— o wR o N
R O wk o wm

4
1
0
00
00
0

T W N
©8 B oo w

ed assegnamento {(1,2),(2,3),(3,1),(4,5),(5,4)}. Risulta LBy = 16. Questo
assegnamento non € un circuito hamiltoniano in quanto contiene i due sotto-
circuiti {(1,2),(2,3),(3,1)} e {(4,5),(5,4)}. Per limitare il numero di nodi,
si esegue 'operazione di branch sugli archi del sottocircuito piu piccolo. Si
generano quindi i nodi

1(1745 :O) (3 2(9345 = 1,.1754 20)7
per i quali si considerano rispettivamente le matrici

1

4

1
0
o0
o0

— o w ¥ o N

B 8 w ks o
]

ot W N =

R R

w8 o N

© QR o o w

3 4
0 1
0 0
00 00
0o 00
9 0

T = W N =

00

00
0
2
2

Per il nodo 1 si ottiene I'assegnamento {(1,5), (2,3), (3,1), (4,2), (5,4)} di costo
pari a LBy = UB1 = LBy + 2 = 18 (2 & il valore della riduzione applica-
ta alla matrice associata al nodo); questo assegnamento non contiene sotto-
circuiti (facile verifica), quindi rappresenta la migliore soluzione ammissibile
raggiungibile da questo nodo; il nodo viene chiuso per ottimalita, e si pone
UB = 18. Al nodo 2 si ottiene assegnamento {(1,3), (2,4),(3,1), (4,5),(5,2)}
(costo LBy = 17, in grassetto gli archi fissati a 1), che contiene i sottocircuiti
{(1,3),(3,1)} e {(2,4), (4,5),(5,2)}. Eseguendo il branch sul sottocircuito piu
piccolo si ottengono i nodi

3(x4s = 1,254 = 0,213 = 0) e 4 (245 = 1,254 = 0,213 = 1,231 = 0),



4.6.

4.7.

Nodo Assegnamento LB Note
0 {(1,2),(2,3),(3,1),(4,5),(5,4)} LBo =16
1 {(1,5),(2,3),(3,1),(4,2),(5,4)} LB, =18 Sol. completa, UB = 18
2 {(1,3),(2,4),(3,1),(4,5),(5,2)} LBy =17
3 {(1,4),(2,3),(3,1),(4,5),(5,2)} LBjs=18 Sol. completa
4 {(1,3),(2,4),(3,2),(4,5),(5,1)} LB4=21>UB Nodo chiuso

Figura 4.2: Albero di branch per TSP.

con le rispettive matrici

1 2 3 4
1 2 4

1o 0 o 1
2 [0 oo 0

2l 0 oo 0 O
e 3|l oo 3

31 0 3 oo o©
5\1 0 oo

5\1 0 8 oo
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Applicando l'algoritmo ungherese alle due matrici, si ottiene I’assegnamento
{(1,4),(2,3),(3,1),(4,5),(5,2)} privo di sottocircuiti e di costo UB; = 18 per il
nodo 3 (il nodo viene chiuso), e ’assegnamento {(1, 3), (2,4), (3,2), (4,5), (5,1)}
di costo LBy = UB4 = 21 per il nodo 4. Poiché LB, > U B, anche il nodo 4 viene
chiuso. La soluzione ottima risulta quindi {(1, 5), (2, 3), (3,1), (4, 2), (5,4)}. L’al-

bero sviluppato e riportato in Figura 4.2.

(b) Soluzione ottima: {(1,4),(2,1),(3,5),(4,3),(5,2)}, z = 17.
(¢) Soluzione ottima: {(1,3),(2,1),(3,4), (4,5),(5,2)}, z = 22.
(d) Soluzione ottima: {(1,4), (2, 3),(3,1),(4,5),(5,2)},2=9

(e) Soluzione ottima: {(1,3), (2,4), (3,5), (4,3), (5,1)}, 2=9

(a)ylzy—15611—1‘21—1723—5641—15653—1 2—42

O) y1 =ya =ys =1, x11 = Tag = T31 = T42 = T3 = Te3 = 1, 2 = 40.

(¢) y2=1, z;0=1, Vi, z=3T7.

(d) y1 =y2 =ya =1, 114 = T2 = T31 = T41 = T52 = Te1 = 1, 2 = 45.
Rilassando i vincoli di assegnamento con moltiplicatori u; e v; (i,5 =1,...

si ottiene un rilassamento del tipo

max ZZ c”—l—ul—l—vj Tij — Zuz Z

=1 j=1 Jj=1
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soggetto a

Tij € {0, 1} Vi,j,

che & un problema dello zaino 0/1. 1l rilassamento non & quindi risolvibile in
tempo polinomiale, ma gli algoritmi di branch and bound noti sono sufficiente-
mente veloci anche per valori significativi di n. Alternativamente, per ottenere
un upper bound piu velocemente, si puo pensare di risolvere il rilassamento
continuo di questo problema dello zaino.



5.1.

Capitolo 5

Algoritmi di

approssimazione e tecniche

euristiche

(a) L’algoritmo per determinare un MST porta a selezionare i seguenti archi:

(2,3),(2,5),(4,5),(1,2).

Sull’albero formato da questi archi (Figura 5.1) si puo costruire (raddoppiando

gli archi) il ciclo euleriano

(1,2,5,4,5,2,3,2,1),

dal quale eliminando le ripetizioni si ottiene il ciclo hamiltoniano

(1727 57 47 3’ 1)7

di costo 22.

(b)
(¢)
(d)

1,4,3,2,5,1), costo 28.
1,3,5,2,4,1), costo 32.
1,3,4,2,5,1), costo 26.

(
(
(

Figura 5.1: Albero ricoprente di costo minimo per 'esercizio 5.1.
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5.2. (a) Partendo dal nodo 1, si seleziona 'arco di costo minimo (1,5) (c15 = 2)
come arco del ciclo hamiltoniano. Si analizzano quindi gli archi incidenti su 1
e 5; quello di costo minimo che non crea sottocicli & (2,5) (c25 = 2), che viene
aggiunto al ciclo. Il ciclo ¢ ora (1,5,2). Quindi viene selezionato I’arco (2,6)
(c26 = 2); poi, in sequenza, (1,3), (3,4), (4,6). Il ciclo & quindi (1,5,2,6,4,3,1),
dicostoz =2+2+2+4+4+8 =22,
(b) Partendo da 1 si selezionano, nellordine: (1,5), (5,2), (2,6), (4,6), (1,3),
(3,4); il ciclo risultante & (1,5,2,6,4,3,1), di costo z = 22.
(¢) Vengono selezionati (1, 2), (2,5), (3,5), (3,6), (4,6), (1,4); ciclo (1,2,5,3,6,4,1),
costo z = 28.

(d) Ciclo (1,4,2,6,3,5,1), costo z = 31.

5.3. (a) Poiché¢ 2t > 22 KP-greedy sceglie S = {1} alla prima iterazione; questa
e anche la soluzione finale prodotta, in quanto b — p; < p2. La soluzione ottima
& ovviamente S = {2}. Quindi lerrore relativo dell’euristica &

M -2

— 00 (per M — o0).

Quindi KP-greedy non ha, in generale, un errore di approssimazione limitato.
(b) Risulta

(a) S=1{2,3,4}, z =24,
(b) S=1{2,3,4}, 2 =36,
(¢) S={1,2,3}, z =42,
d) S=1{2,3,4}, 2 = 10,
(e) S=1{1,2,4}, z =28,
(f) S=1{1,3,5,6}, 2 =39,
5.4. (a) Si parte da C = (1,5,2,6,4, 3, 1); il vicinato No(C) & costituito da
1,2,5,6,4,3,1 z(C1) = 29,
1,6,2,5,4,3,1 z(Cs) = 23,
1,4,6,2,5,3,1 2(C3) = 27,
04_1562431 2(Cy) = 28,

=
= (
=
(
= (1,5,4,6,2,3,
= (
(
=
=

)
)
)
)
1)
1)
)
)
)

[BoRoRoRoR R R oR R
2

—_— — — — — ~— " — ~—
Il

MWW[\D%[\D[\D[\D[\D

1,5,3,4,6,2, 2(Ce) = 25,
07_ 1,5,2,4,6,3,1 2(Cy) = 31,
1,5,2,3,4,6,1 2(Cs) = 30,
1,5,2,6,3,4,1 2(Cs) = 23.

La soluzione C risulta localmente ottima.

(b)—(d) Localmente ottime.



