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Algoritmo del Simplesso rivisto

Esempio di applicazione con spiegazione dell'atguidel Simplesso rivisto:
Mettiamo di avere il seguente problema di programaore lineare:
min 2x; — 3x, + X3 — 4x4 + X5

X1 +x,+x3—x4 =4
2X1 — X3+ X4+ x5 =2
3x1 +x3+2x, <1
X1, X9,X3,X4,Xs = 0

Porto il problema in forma standard, cioe devo aveincoli espressi come uguaglianze, tutte |eamsili
positive e una funzione obbiettivo minimizzantesiagjualcosa del tipo:

min espressione
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Se per caso avessi avuto come funzione obbiatiisoespressione allora avrei dovuto cambiare tutti i
segni dell’espressione della funzione obbiettivo.

Quindi se avessi avuto, ad esempio, come funzibbestiivo: max x; — x, in forma standard sarebbe
diventatamin —x; + x,

Se nel vincolo invece ho una disuguaglianza pertaplo nella forma standard introduco delle vatiatb
scarto, ovvero aggiungo delle variabili in piu ci@anno a sommare o sottrarre in caso sia minore o
maggiore.

Quindi se ho:

{/Lx:ob

Riportandolo in forma standard diventa:

{Ax+sl =b
x,50 =0

Quindi, poichéAx era piu piccolo di b gli aggiungo una certa guargositivas, tale che si eguaglino.
Se ho:

{/Lx:ob

Ottengo:

{Ax—s1 =b
x,50 =0



Quindi ritornando al nostro esempio, se lo ripantéorma standard diventa:
min 2x; — 3x, + X3 — 4x4 + X5

X1+ X, +x3—x4 =4
2X1 — X3+ X4+ x5 =2
3x1 +x3+2x4 + x5 =1
X1, X9, X3, X4, X5, Xg = 0

In questo caso la variabile di scarto I'ho chiamgta

Indico con A la matrice dei coefficienti delle varili del sistema:
11 1 -1 0 O

A=12 0 -1 1 1 0
3 0 1 2 0 1

E indico comnb il vettore dei termini noti:

-

Ora bisogna individuare una base iniziale da cttinea

Una base e una sottomatricex k di A che non € singolare (cioe il suo determinantevérdo da 0) e se le
aggiungessi una riga e una colonna otterrei, inv@mpre una matrice singolare.

La dimensione della base € data dal rango dellaqaat.

Si puo scegliere una base qualsiasi da cui pamiaeg sempre bene scegliersi la matrice d’'idepéta
evitare di fare calcoli complessi. In questo casmatrice d’identita si ottiene se scelgo la so#tive
formata dalle colonnd,, Az, Ag.

1 0 O
B:(A2A5A6): 0 1 0

0 0 1

Calcolo I'inversa della base (la matrice inversalpenatrice di partenza danno come risultato l&iceadi
identita):

1 0 0
Bl=(0 1 0
0 0 1

L’inversa della matrice d’identita € sempre la neatid’identita.
Ora definisco due vettori, uno per le variabilbase £5) e I'altro per le variabili fuori basecf).

Le variabili in base sone,, xz, x4 perché la base che ho scelto precedentementenewati colonne che
erano associate ai coefficienti di queste tre Wdridoichéx,, x5, x, sono in base significa che le altre, cioe
X1, X3, X4 SONO variabili fuori base.



Per definizione ho una soluzione base;se- 0 exz; = B~ - b.

Si dice che questa soluzione base & ammissibilAYS88~1 - b > 0

Tornando al nostro problema dunque:

X2 1 0 O 4 4
= (1) =5t 0=(0 1 0)-(2) (2]
X6 0 0 1 1 1

X1 0
Xp = <x3> = <0) xr € sempre nulla per definizione.
X4 0

Quella che ho trovato & una soluzione base amniesgibiché gli elementi diz sono tutti maggiori o
uguali a zero. Se un solo elemento fosse statormgliczero avrei dovuto buttar via questa basesglsrne
un’altra.

Ora bisogna verificare se la soluzione base ambilissihe abbiamo trovato sia ottima. Prima, pero, ¢
costruiamo una matrice (chiamata matrice carry)pdieebbe servirci in seguito.

Questa e la “forma” della matrice carry:

Dove:
—u' = —cz- B

ck & il vettore dei costi trasposto delle variabilbase. | suoi elementi non sono nient’altro cbesifficienti
delle variabili in base nella funzione obbiettivo.

Quindi nel nostro caso:
ck=(=3 1 0

Poichéx, non compare nella funzione obbiettivo il suo coeghte e 0.

Percio:
1 0 O
—uT=—c£-B_1=—(—3 1 0-(0 1 0)]=3 -1 0
0 0 1

Invece,—u” - b & il valore della funzione obbiettivo per la SBériente cambiato di segno. Ciog, se prendo
i valori della soluzione base ammissibile che lowato:
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E li sostituisco nella funzione obbiettivo ottetnd numero che é pariid - b
Nel nostro caso:

4
" h=3 -1 0)-(2>=1o
1

Cio significa che il costo (cioé il valore) dellanzione obbiettivo sara10

Ora posso quindi costruire la matrice carry:

3 -1 0 | 10
1.0 0 4
0 1 0 2
0 0 1 1

Ritornando al discorso di prima, devo verificare tdsoluzione base ammissibile che ho trovatotsiaa.

La condizione di soluzione ottima ¢ verificare ¢he= ¢; — u” - A; sia maggiore o uguale a zero per ogni
variabile fuori base.

¢; indica il costo ridotto della variabilg e la soluzione per essere ottima deve averea tutiti ridotti
maggiori o uguali a zero.

¢; e il costo della variabilg; e corrisponde al coefficiente che ha tale varsabélla funzione obbiettivo.
A; e la colonna dei coefficienti associata alla ziteax; .

Poiché le variabili fuori base song, x5, x, procedo nel calcolare i loro costi ridotti:

1
g=2+3 -1 o)-(2>=3

3
1
G=1+G -1 o)-(—1)=5
1
—1
G=-4+3 -1 0)-<1>=—8
2

La soluzione base ammissibile che abbiamo trovatoénottima poiché abbiamo un costo ridotto negativ
Se nei costi ridotti h@ numeri negativi, allora avro possibili direzioni di discesa.

Adesso devo scegliere una direzione per arrivatgaaltro vertice (preferibilmente in discesa).

Una direzione & in discesase- d < 0

DovecT & il vettore dei costi di tutte le variabili déstema.

Per scegliere una direzione in pratica prendo tebde fuori base che ha costo ridotto negativa pongo
maggiore di zero.
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Nel caso avessi piu costi ridotti negativi, devanedaregola di Bland, che mi dice di scegliere quello di
indice minimo, quindi devo sceglierecjl con il j piu piccolo. Questo perché se non usassi questoiar
potrei imbattermi in un ciclo (ovvero non si riushbe a risolvere il problema).

In questo caso ho sofy negativo.
Direzionex, > 0

Per definizione le variabili fuori base devono esseyuali a zero, quindi, non puo piu essere fuori base e
dunque si dice che entra in base (cioé diventavanabile in base).

Poichéx, é entrata in base, una variabile che prima eba$e ora deve uscire dalla base e diventare cosi
una variabile fuori base, tra poco mi calcolerolgua

Dopo aver fatto entrare in base una variabile aogrificare la condizione di illimitatezza chdata da:
1. — p-1
A =B1-4<0

Quindi ho:

i 1 0 0y /—-1\ /-1
Ay=B1tA,=[0 1 o)1 ]|=][1
00 1/ \2 2

Se gli elementi dA, fossero stati tutti minori o uguali a zero avrefyto dire che il problema fosse
illimitato inferiormente e che quindi per definin® la soluzione ottima sarebbe stata

Ma poiché ci sono elementi positivi non € detto itipeoblema sia illimitato inferiormente e quinatiocedo
con l'algoritmo.

Per determinare chi € la variabile uscente mi d&colare:
. xBi _
h = argmin{— cona;; >0
a. .
ij
dovea;; sono gli elementi dfﬂj (calcolata per verificare la condizione di illiai¢zza).

Cioe nelle graffe metto ciascun elemento del vettgrfratto ciascun elemento del vettote La funzione
argmin mi restituisce l'indice del numero minimo.
Quindi:

421}

h: [ {_;_:_
argmin 1’1’2

Poiché c’e la condizione clag; > 0 dato che il primo elemento di, € —1 non dovrei neanche scriveln_fell
perché non va preso in considerazione, percio@apsesto metto un pallino:

b= ] {21}
= argmin '1'7

Adesso verifico chi € il minimo tra i numeri rimasth assumera come valore proprio la posizione del
minimo:



1
h= argmin{- ,2,5} =3

Quindi h vale 3 perché il minimo si trova in terza posidaon

Dalla base va fatta uscire I'h-esima variabile cgenel nostro caso uscira la terza variabile clg € al suo
posto entrera,.

Se nelllargomento della funziome gmin capitano piu minimi, devo scegliere quello pericaissuma un
valore tale da far uscire la variabile di indicenmmo (anche questa e parte dedigola di Bland).

Se in base ho oltre alle x delle variabili artiiciy, devono uscire le x perché hanno indice mengspetto
le y. Infatti le variabili artificiali, sono varialbche aggiungo che potrei chiamare x (con indicm@ementato
rispetto alle x gia presenti) pero per distinguéglehiamo y (ma comunque in realta hanno un indige
grande rispetto le x).

Ad esempio nel nostro caso, abbiamo che:

X2
xB = x5
X6

Mettiamo che ci venivah = argmin{4,3,3} quindi con due minimi. Avremmo dovuto scegliére- 2
percheé cosi esce la variabieconj pit piccolo, ovveroxs

Quindi ora c’é@ un cambio di base, un cambie dl’, un cambio del vettore delle variabili in basege un
cambio del costo della funzione obbiettivo. Al modt calcolarci tutti i valori in maniera indipente si
possono aggiornare tutti insieme aggiornando laiceatarry che abbiamo costruito prima.

Quindi prendiamo la matrice carry di prima e leiaggiamo davanti una colonna, la forma della matric
diventera questa:

Quindi aggiungo a sinistra una colonna formatacdato ridotto della variabile entrante e dalla soi@anna
di coefficienti moltiplicata per la matrice invergaoe la colonna risultante dalla condizione di
illimitatezza).

Quindi nel nostro caso abbiamo:

-1]1 0 0| 4
110 1 0] 2
210 0 111

Per aggiornare la matrice devo annullare tuttaifagcolonna tranne I'elemento di pivot che deveees
uno.



L’elemento di pivot € I'n-esimo elemento della quia4;
Nel nostro casa = 3 percio il pivot & 2
Quindi, poiché il pivot deve essere 1 divido tudtaiga di pivot per il pivot stesso, percio otteng

—8|3 -1 0‘10

-1(1 0 0 | 4
110 1 0] 2
110 0o 1/2|1/2

Ora per annullare gli altri elementi della colommaltiplico la riga di pivot aggiornata per una qtitn
opportuna e la sommo alla riga a cui voglio anmallbprimo elemento.

Percio se voglio annullare la penultima riga mdttigpla riga di pivot per1 e ce la sommo, percio ottengo:

-1(1 0 0 4
0|0 1 -1/2]3/2
1o o 172 |1/2

Per annullare la prima riga moltiplico la riga diqt per 8 e ce la sommo. Procedendo in questaarani
con le altre righe alla fine otterro:

0l 3 -1 4 ‘ 14
01 0 1/2]9/2
0|0 1 —1/2]3/2
1lo o 172 |1/2

Ora la prima colonna la posso buttare via poichemoserve piu, quindi la matrice carry aggiorragalta:

3 -1 4 | 14

1 0 1/2 |9/2
0 1 —-1/2 |3/2
00 1/2 |1/2

Percio, ora ho una nuova soluzione base ammissitde:

X3 9/2 X1 0
o= ()-G) (-G
X4 1/2 X6 0

Devo verificare se sia ottima ricalcolandomi i costotti delle variabili fuori base, sapendo che:

-u'=3 -1 4)



Ottengo:

1
C_'1=C1_MT'A1=2+(3 -1 4)(2>=15

3
1
G=1+B -1 4)-(-1]=9
1

0
Ce=0+(3 -1 4)-(0>=4
1

Poiché tutti i costi ridotti sono maggiori o ugualzero la soluzione base ammissibile correntéiantll
costo della funzione obbiettivo-€14.

Nota: Per vedere se la carry e stata aggiornatattaimente, si possono sostituire i valori del oy nelle
equazioni del sistema e verificare che abbianocs@nsesto perché; rappresenta una SBA, altrimenti
significa che si e sbagliato qualcosa).

Algoritmo del simplesso con variabili artificiali

Se nella matrice dei coefficienti non c’é una nea&tiil’identita da scegliere come base di parteriaeadh si
puo creare artificialmente.

Se manca la matrice d’'identita significa che deygiangere le colonne di identita alla matrice dei
coefficienti e questo si puo fare aggiungendo dediéabili al sistema.

Quindi se ho un problema del tipo:
minc” - x
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Posso aggiungere la variabile artificiale y:

Prima pongo (cioé chiamo z il costo della funziobeettivo, dato dalla somma delle variabili ariifif):
m

Z= Z Vi
i=1

Quindi il sistema diventa:

min z

{Ax+1y=b
x,y =0



Un sistema artificiale ha sempre una soluzione asitvile e non ¢ illimitato inferiormente.
Quindi a questo punto si applica I'algoritmo atesisa artificiale.

Se risolvendo il problema artificiale arrivo ad eveome soluzione ottima una soluzione che hase ba
delle variabili artificiali non nulle (cioé un z mgiore di zero, poiché é dato dalla somma di tatiabili),
allora il problema iniziale € impossibile.

Se z e uguale a zero, allora il problema iniziadergnissibile. Cio, comporta vari casi che verranno
esaminati con gli esempi seguenti.

Esempio di risoluzione di un problema artificiale:
min —x; + X, — 2x3 + 3x,

xl_xZ+3.X3+2x4 :4’
le +x2 _3X3 +3x4 =6
X1,X2,X3,X4 = 0

Andiamo a costruire la matrice dei coefficienti:

A:(]zL _11 —33 g)

Se possibile sarebbe stato meglio scegliere lacealr identita perché i calcoli sono molto piu gdiei, ma
in questo caso non e presente, percio o si saaglidase diversa dalla matrice di identita (coga ch
complica molto i calcoli) oppure si crea un sisteart#iciale che la contiene.

Vedendo la matrice dei coefficienti ci si puo reredeonto che per formare la matrice di iderita 2
mancano le colonn@%) e((l)). Aggiungere tali colonne alla matrice dei coeffiti, equivale ad aggiungere

due variabili alle equazioni del sistema.
Percio aggiungo le variabili artificiaji; ey,:
miny; +y,

X1 — Xy +3X3 +2.X4+y1 =4
le +x2 _3x3 +3x4+y2 =6
x1»x2:x3:x4;y1,y2 2 O

Per definizione la funzione obbiettivo € data dabanma delle variabili artificiali.
Ora risolviamo con il metodo del simplesso il sistéeartificiale.
Matrice dei coefficienti:

a=(l 13 210

2 1 -3 3 01

Scelgo come base iniziale quella formata dallerowdoche se unite mi danno la matrice di identita:

B = (Ag Ag) = ((1) (1)) _ p-1

Poiché abbiamo scelto la matrice di identita laisuarsa € sempre se stessa.
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Mi costruisco la matrice carry:

_ (V1 _ 1 (1 0\ (4 _ (4
xB_(yz)_B b_(o 1) (6)_(6)
Poichéxz € maggiore o uguale a zero ho una soluzione lvasgsasibile, ma non so ancora se € ottima.

Le variabili in base sono variabili artificialidbbiettivo e farle uscire dalla base.

1 0

—uT==cf-B=-01 D-(, ;

)=(1 -1

| costi (ovvero i coefficienti) dy; ey, vanno visti nella nuova funzione obbiettivo destema artificiale e
non in quella del sistema originario.

z=u'-b=10
Carry:

-1 -1 |—10
1 0 ‘ 4
0 1 6

Quindi ora verifico se la SBA corrente € ottimaiandomi a calcolare i costi delle variabili fubase:
& =0+ (-1 —1)-(%)=—3

Al posto di calcolare gli altri costi mi fermo gii, perché faccio entrare in basepoiché ha costo ridotto
negativo e poiché (per la regola di Bland) é laakile con costo ridotto negativo di indice minore.

Verifico la condizione di illimitatezza:

A =574, = (3)

Poiché non sono tutti minori o uguali a zero nateto che il problema sia illimitato inferiormente.
Mi calcolo h:

b = argminft, &) =
= argmin 12§ =

La variabile in seconda posizione nel vettoges y, che quindi € la variabile uscente.

Aggiorno la carry affiancandoci la colonna di lavdormata dal costo ridotto di, e dalla colonna;:

—3|—1 —1|—10

1| 10 4
2| 0 1 6
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Aggiornandola ottengo:

0 |—1 1/2|—1
01 —-1/2| 1
10 1/2 | 3

Quindi ora ho la nuova soluzione base ammissibile:

W (=) w3

Verifico se e I'ottima calcolandomi i costi ridoftielle sole X, i costi ridotti delle y non c’é bgno di
calcolarli):

o O OO

=0+ (-1 1/2)-(‘11) =

&=0+(-1 1/2)-(3) = —g

Per lo stesso discorso di prima e inutile calcolamche gli altri costi, faccio entrare in base

Verifico la condizione di illimitatezza:
_ _ 1 —1/2\ /3 9/2
= 1. = . =
Az =B - 4 (o 1/2 ) (5) (—3/2)
h = argmi {2 f=1
= argmin 9"~
Esce la prima variabile in base, cipge

Aggiorno la carry (sapendo che il pivot & I'h-esiglemento did;, cioe9/2 ):

—-9/2 |—1 1/2| -1

9/2 |1 -1/2| 1
-3/2 |0 172 | 3
Diventa quindi:

0| 00 | 0

11(2/9 —-1/9]| 2/9
0|1/3 1/3 |10/3

B = (;i) - (120//93>

Verifico se é ottima:



& =0+ (0 o)-(‘ll):o

& =0+ (0 o)-(g)zo
Poiché tutti i costi ridotti sono maggiori o ugualzero la SBA corrente é ottima.

Il costo della funzione obbiettivo e nullo, cio sifica che il problema iniziale era ammissibile.f8gse
venuto un costo strettamente maggiore di zeroawiébbe voluto dire che il problema iniziale era
impossibile.

Se il problema iniziale € ammissibile, giunti a sf@epunto, ci si puo trovare di fronte a diversica
possibili.

In questo caso le variabili artificiali non sonai jm base, quindi possiamo passare di nuovo alemuo
originale sapendo, grazie al problema artificiales:

B = (ii) = (120//93> P = (Z) = (8)

= =(is )

Quindi ora mi ricostruisco la matrice carry (coni@ detto questa volta faccio riferimento alla fure
obbiettivo e al sistema originale):

==z 0-(T)s /5 )= 19
—z=—u"-b= :%4

7/9 1/9 ‘ 34/9

2/9 —1/9| 2/9
1/3  1/3 | 10/3

Verifico se la soluzione e ottima:

6=1+0/9 19-(7) =%

44

& =3+(7/9 1/9)- @ 5

Poiché i costi ridotti sono maggiori o uguali aakx SBA corrente € ottima.

All'inizio del problema artificiale quando abbiansalcolato il costo ridotto di; e abbiamo visto che era
uguale a-3 ci siamo subito fermati. Se calcolavamo anchalgii costi ridotti anche quello di, veniva
negativo.

Ora riprendiamo il problema iniziale sceglienddate entrare in base, e non pilx;. Questo perché cosi ci
troveremo in un altro caso, ossia con una variabtiéiciale nella base (mentre prima erano udcitie).
13



Per la regola di Bland, fare entrare una variatmie un indice che non € il minimo, potrebbe portdre
rischio di entrare in un ciclo, cioe di riottendaebase di partenza e di continuare a ciclareitefwvolte, ma
in questo caso dimostrativo non succedera.

Intanto vediamo quant’era il costo ridottoxqi
& =0+ (-1 —1)-(§)=—5

Faccio entrare in basg

Verifica di illimitatezza:

A=ptac= (5 1) (3)= )

4 6
h = argmin {5,5} =argmin{2,2} =1

Poiché i minimi sono uguali scelgo quello che mafascire la variabile con indice minimo.
Dato che ho scelth = 1, escey;.
Aggiorno la matrice carry:

—5|—1 —1|—10

2 1 0 4
3 0 1 6
Diventa:

0 |3/2 —1|o

1]1/2 o0]2
0|=3/2 1|0

v=(69-=0)

La funzione obbiettivo si & annullata (cio vuoledahe sono nulle le variabili artificiali poichéltao
somma da la funzione obbiettivo stessa). A questdgomi devo fermare, perché non posso far scemtiere
piu la funzione obbiettivo.

Mi e rimasta in base ancora una variabile artificzhe devo sostituire con una colonna associatmad
delle altre variabili non artificiali fuori base.

Dico che escy,
Per scegliere chi entra devo andare a guardaeeléwariabili fuori base e vedere chi ha I'elenoefy # 0
Nel nostro caso le variabili fuori base sono:

X1
xF = x2
X3

14



Quindi mi calcolad,, A,, A; e vedo chi di questi ha I'elememtg # 0 (poiché sto facendo uscire la
seconda variabile dal vettorg)

= (5 1) 6)=(0)

Il secondo elemento e diverso da zero, quindi giirdvato la colonna giusta, quindi faccio usgigee
faccio entrare; .

A questo punto devo aggiornare la matrice carrywgaperazione di pivot degenere.

Mi riscrivo la matrice carry senza contare la pringa (che tanto non mi interessa) e ci affiancodmnna
Ay

1/2

0
1/2 0] 2
1/2 10

~3/2

Sapendo che il pivot e I'elemendig;, svolgendo le operazioni si otterra la base aggiar.

Il vettorex rimarra invariato percio posso concludere dicendo:

%= (1) = (o)

Esiste ancora un altro possibile caso, quello nalegrimane una variabile artificiale in base catoxe zero
e con tutte le variabili fuori base che hanno heé®toa;; = 0 (quindi non esiste una variabile giusta con

cui sostituire la variabile artificiale). In quegiarticolare caso, significa che un’equazione iséma
artificiale e ridondante (ovvero e combinazionedre delle altre) e percio la si elimina. L'equagio
ridondante e proprio quella dove compare la y rimmasbase e oltre a cancellare la sua equazidne da
sistema si cancella la riga e la colonna assoalktesariabile y nella matrice carry.

Esempio pratico del terzo caso (e lo stesso sistkip@ma ma con un’equazione ridondante):
Parto gia con un sistema artificiale:

miny; +y, +y;

X1 —Xp +3x3+2x,+y; =4
2x1 +%x, —3x3+3x,+y, =6
3x; +5x, +y3 =10
X1,X2,X3,X4,Y1,Y2, Y3 2 0

1 -1 3 2 1 00
A=<2 1 —33010)

3 0 0 5001

15



1 0 0
B=(0 1 0|=B"1
0 0 1

V1 4
xB=<yz>=B—1.b=(6)
y3 10

1 0 0
—uT=-1 1 1)-<o 1 o>=(—1 -1 -1
0 0 1

-1 -1 -1]-20

4
6
10

1 0 O
0 1 0
0 0 1
Calcolo i costi ridotti:

2
C,=0+(-1 -1 —1)-(3) =-10
5

Senza calcolare gli altri faccio subito entrareasex, (poiché é la variabile di indice minimo):

i 2
A,=B1 4, = <3)
5

4 6 10

h = argmin {5'5'?} = argmin{2,2,2} = 2

Poiché questo era un vecchio esercizio che il psoiiee fece prima di introdurre la regola di Blgoese un
minimo a caso. In realt@ doveva valerd in modo tale che uscissg che é quella di indice minimo.

Poiché ho scelto 2 esce la seconda variabilg dtioey,

Aggiorno la carry:

2 1 0 0 4
3 01 0 6
5 0 0 1 10
0‘—1 7/3 —1‘ 0
0| 1 -2/3 0|0
110 1/3 0| 2
0l o —5/3 1|0
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Il costo della funzione obbiettivo si e azzeratex,gmn mi fermo.
Poiché ci sono ancora delle y in base decido didiacirey; .

Ora cerco chi e che ha il primo elemento diversaata (poiché sto facendo uscire la prima variatbéle
vettorexg).

Quindi mi calcolo tutti glid; delle variabili fuori base.

1 —2/3 0\ /1 ~1/3
A1=(o 1/3 0)-(2)=(2/3)
0 -5/3 1/ \3 ~1/3

Poiché il primo elemento e diverso da zero facoivagex;

Aggiorno la carry con il pivot degenere (il pivoll @rimo elemento dA; perché & uscita la prima variabile
del vettorexp):

| | o
-1/3|1 -2/3 0| 0
2/3 |0 1/3 0] 2
-1/3|0 -5/3 1| 0
Diventa:
| | ©
11-3 2 0] 0
0 2 -1 0] 2
01 -1 110

(-0

Ho ancora un y in base percio faccio usgiye

Cerco tra le variabili fuori base chi ha il terdemento diverso da zero:

(490
(4D

Nessuna delle variabili fuori base ha il terzo edaio diverso da zero. Quindi questo mi dice che
'equazione cory; € combinazione lineare delle altre, percio la padsninare. Il sistema quindi diventa:
miny; +y,

le +x2_3x3+3x4+y2:6

{xl_x2+3X3+2.X4+y1 =4
x1»x2'x3'x4;y1,y2 2 O
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Dalla matrice carry elimino l'ultima riga (poicha Variabiley; rimasta in base si trova nell’ultima
posizione del vettoreg) e I'ultima colonna. Quindi la carry aggiornata é:

Quindi ottengox, = CZ) - (g)

La soluzione ottenuta e la stessa dell’esempioceplete.

Costruzione problema duale

La costruzione di un problema duale € piuttostogaeica e questi sono i passi da fare:

Prima di tutto, se ho una funzione obbiettivo mizimante nel problema primale (ovvero quello oritgha
avro una funzione obbiettivo massimizzante. Seprieiale ho una funzione obbiettivo massimizzanét, n
duale avro una funzione obbiettivo minimizzante.

L’argomento della funzione obbiettivo duale & dodid dau” - b

Doveb ¢ il vettore dei termini noti del problema primateentreu” & il vettore trasposto di alcuni
coefficienti che andro a moltiplicare a ciascumgrilel problema primale.

Come detto poco sopra, se nel problema primake tighe (non contando le disequazioni che mi dicibno
segno delle variabili), avrg,, u,, ..., i, coefficienti che moltiplicheranno ciascuna riga.

Queste tabelle (che spiegherd meglio nell’esempigessivo) torneranno molto utili:

Primale Duale Primale Duale
min max max min
al -x>b; ui =0 al -x>b; u <0
al -x<b <0 al -x<b; ui =0
al -x=1b; u; libera al -x=1b; u; libera
XjZO ,uT'AjSCj XjZO ,uT'AjZCj
x <0 u' - A= x <0 u' A <¢
x;j libera uh A =g x;j libera u' A =g

18



Mettiamo, ad esempio, di dover calcolare il duaksgguente problema:
min 3x; + 2x, — X3

(2x]; —xy +4x3+ x4, =6

| X +x,—x3—x,<7

4 Xy, +x3+2x4 =5

Lx120, %20, x, <0
x5 libera

Dire chex; e libera significa dire che puo essere sia p@sithve negativa.

Le equazioni del sistema che dovro moltiplicaregmrcoefficienti sono le prime 3, quelle che mdigano i
segni delle variabili le ignoro. Quindi avro treetficienti moltiplicativi: uy, u, € us.

Come detto sopra, per trasformarlo in duale, laifume minimizzante diventa massimizzante e motipil
vettore dei termini noti per il vettore trasposto doefficientiy, quest’ultimo lo andro a moltiplicare alle
righe in un secondo momento:

6

(M1 Mz H3)- <7> = 6, + 71, + 5us
5

Quindi come funzione obbiettivo avmitax 6, + 7u, + 53
Adesso devo scrivere le equazioni/disequazionsdééma duale.

Un metodo rapido per scrivere il sistema, consistanoltiplicare, di volta in volta, il vettore dei
coefficientiu” per una colonna dei coefficienti del sistema plima

2
Quindi, prendo la prima colonna dei coefficienti sistema primale, cio<1>
0

La moltiplico con il vettore dei coefficienti:

2
(M1 Mz H3)- <1> = 22U + Uy
0

Ora, poiché ho usato la prima colonna del problpritaale, cio vuol dire che sto costruendo la prilga
del problema duale. Guardo la tabella scritta pteosgemente (in particolare mi interessa la prino& e la
funzione obbiettivo del problema primale era miranainte), per vedere che segno dare alla prima
disequazione del problema duale. Grazie alla tapptisso vedere che il segno della prima disequazio
e dato dall’'opposto del segno della variakilgi indice j (che nel nostro caso corrisponde &bme
secondo membro dell’equazione avro il coste,djpoiché sto lavorando sulla riga di indice 1 dellgpema
duale, o in altre parole, perché sto lavorandolagrima colonna della matrice dei coefficienti damale),
cioe il coefficiente dic; nella funzione obbiettivo primale.

Quindi la prima disequazione del sistema duale sara

20y +pp =3
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Ora, per trovare la seconda disequazione, miahijil vettore dei coefficientii” per la seconda colonna
della matrice dei coefficienti del problema primale

-1
(l’ll Uz H3)<1>=_H1+‘U2+ﬂ3
1

Il segno é I'opposto di quello della variabile dadice pari alla colonna presa in considerazionidj il
segno e I'opposto di,. Come secondo membro, metto il costadi

—H1 F U+ U3 22
Ora moltiplico per la terza colonna dei coefficient

4

(#1 Uz #3) * <—1> = 4#1 — Uz + U3
1

Poichéx; € libera, cioé pud essere sia positiva che negydtitabella ci dice di mettere 'uguale. Al
secondo membro metto il costoxd

4dpg —po +uz = -1
Moltiplico u” per la quarta colonna:

1
(M1 Mz H3)- <—1> = U — Uy + 2U;

2
Metto il segno opposto di, e il suo costo al secondo membro:
P — o + 203 <0
Ora devo stabilire i segni delle vagieQuesto e possibile sempre grazie alla tabella.
Poiché la prima disequazione del problema primadesitiva allorgu, € positiva.
Poiché la seconda disequazione del problema prienaégativa allora, € negativa.
Poiché la terza e un’equazione allggee libera.

Dunque, riunendo i pezzi, il problema duale é:

max 6y, + 7u, + Sus

( 24 +u, <3
—H1 U+ 3 22
dpg —pp +uz = -1
M1 — Mz + 203 <0

=20, u <0

\ Us libera

A

Si puo notare che ho ottenuto quattro righe (nontasalo le disequazioni che mi danno il segnoglle
perché nella matrice dei coefficienti del problepnanale avevo quattro colonne, in altre parole pérc
avevo quattrac. Nel problema duale ho tre variahilj perché nel problema primale avevo tre righe.
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Altro esempio (questa volta considerero la takdilidestra perché passo da max a min):

max 2x; — 3X,

4x1 +x, +x326
2%y —x3 <3
x, libera
X3,x3 =0

Il suo problema duale é:

min 6y, + 3U,

4y =2
M+ 20 2 =3
1= p2 20

p =0
k U, =0
Nota teorica:
Se il problema primale ha soluzione ottima, antkheale ha soluzione ottima.

Se il problema primale € illimitato, allora il deadara impossibile.

Se il problema primale é impossibile, allora il Busara o illimitato o impossibile.

Esercizio d’esame maggio 2000 (Compito A — eser@z)

L’esercizio chiedeva di trovare, con il metodo siehplesso (usando variabili artificiali), una sotre
ammissibile per il seguente problema di programoreziineare:

4x, —x; +2x3+x, =6
X1+ 2xy — X3 —2x4 =3
—2x1 +x, +2x3 =4
X1,X2,X3,X4 =0

Il problema non ha una funzione obbiettivo quirdsbluzione non é vincolata da tale funzione eipewc
bene qualsiasi soluzione.

Facendo la matrice dei coefficienti ci si pud ageoe che mancano le colonne della matrice di itienti
percio le aggiungo artificialmente inserendo trevauvariabili.

miny; +y, +y;

4x, —x, +2x3+ x4, +y, =6

X1+ 2xy —X3—2x4+y, =3
—2x1+x, +2x3+y3; =4
X1,X2,X3,X4,Y1,Y2, Y3 2 0

La base che andro a scegliere sara quindi quedtecega alle colonne dei coefficientiyj, y, ey (cioe
lidentita).
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Ora faccio i soliti passaggi per costruire la carry

V1 6
vy = <y) _g1p= <3)
Y3 4

1 0 0
—u'=-1 1 1[0 1 0)=(-1 -1 -1)
0 0 1
6
—u"-b=(-1 -1 -1)-(3]=-13
4
-1 -1 -1|-13
1 0 0 6
01 0 3
0 0 1 4

4
G=0+(-1 -1 —1)-<1>=—3
—2

Faccio entrare in basg:

i 4
A =B1-4,=|1
—2

6
h = argmin {Z' 3,-} =

Quindi escey;

Aggiorno la carry (il pivot € 4):

4 1 00 6

1 01 0 3

=21 0 0 1 4

0 |—1/4 -1 -1 ‘ ~17/2
1 1/4 0 0 | 3/2
0| -1/4 1 0 3/2
0 1/2 0 1 7

) <—1> 11
5=0+(-1/4 -1 -1 2 |=-=



2 3
G =0+ (-1/4 -1 —1)-(_1)=_E
2

In questo esercizio non era richiesto di usaredmla di Bland e poiché quando I'ho fatto ancona lao

conoscevo, ho scelt anziché il costo ridotto di indice miningg (che invece € quello piu corretto per non
incappare in un ciclo).

Percio faccio entrare; in base (avrei potuto benissimo far entearéanto alla fine devo arrivare sempre
allo stesso risultato).

1/4 0 0\ /2 1/2
ae (oo 3)- ()
12 0 1/ \2 3

7
h= argmin{S,-,g} =3

Escey,

—3/2 ‘ -1/4 -1 -1 ‘—17/2
1/2 1/4 0 0 3/2
—-3/2 -1/4 1 0 3/2
3 1/2 0 1 7
0|0 -1 -1/2 | -10/2

0 |1/6 0 —-1/6| 1/3
010 1 1,2 5
116 o 173 | 7/3

X1 1/3
Xp = <3’2> = < 5 )
X3 7/3

&=0+(0 -1 —1/2)-<2>=_E
1

Entrax, in base

1/6 0 —-1/6\ /-1 ~1/3
ae(os ) () (ee)
1/6 0 1/3 1 1/6

h = argmin{- ,2,14} = 2

Escey, dalla base
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—5/2\ 0 -1 —1/2 |—10/2

-1/311/6 0 —-1/6| 1/3
5210 1 1/2 5
1/6 |16 0 173 | 7/3

| 000 \

1/6 2/15 —1/10
0 2/5 1/5
1/6 —1/15 3/10

-

Poiché il costo della funzione obbiettivo si e dlata mi fermo.

(=N e N I ]
NNRFR| O

Ripassando al problema principale ho:

xp = (x4) =0

)

E poichéxz € maggiore o uguale a zero cio significa che esohazione base ammissibile, percio il
problema e risolto.

Esercizio d’esame maggio 2000 (Compito D — eseraZ)
In quest’esercizio era richiesto di risolvere djgente problema in forma grafica:
min 2x; + X,

2x; +3x,> 6

4x, —x, <10

X1 — 3x, <12

x1 2 _4’

Adesso prendo una di queste disequazioni e laotrasfin un’equazione:

Prendox; > —4

Che diventax; = —4
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E traccio questa retta sul grafico:

X3

Per vedere qual € il semispazio che soddisfa &jdazione di partenza,(> —4) basta che prendo un
punto di uno dei due semispazi e lo metto nellagliazione per vedere se la soddisfa 0 meno (si puo
dimostrare che il risultato ottenuto per quel purdaa anche per tutti gli altri punti di quel sspazio).

Per comodita scelgo l'origine, percio sostituiss@dordinate dell’origine nella disequazione:
0>-4

La disequazione e soddisfatta per I'origine, cgnsica che anche gli altri punti del semispazialéstra
soddisferanno la disequazione e quindi canceflerispazio di sinistra (colorandola di grigio):

X2

X1

Ora faccio lo stesso procedimento con le altreggiaeioni.

x; —3x, <12 lafaccio diventare; — 3x, = 12

Per trovare due punti della retta facilmente (irdmda tracciarla) pongo nulle prima una variabifoe
I'altra.

12
Sex; = 0 allorax, = == —4

Sex, = 0 allorax; =12
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Traccio la retta:

)

12

fl-f,’ -4

Verifico se I'origine soddisfa la disequazione:

0-3-0<12 - 0<12

Poiché e verificata cancello il semispazio che camtiene 'origine:

X3

Stessa cosa péi; — x, < 10 che diventatx; —x, = 10

10 5
Sex; = 0 allorax, = —10 e sex, = 0 allorax; = ~ =5 2,5

X3

Sostituisco I'origine — 0 < 10
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Cancello il semispazio di destra:

L]

6 6
Sex; = 0 allorax, = 3= 2 e sex, =0 allorax; = 5= 3

X3

Verifico se I'origine va bene:
0+0=>6

In questo caso l'origine fa parte del semispazi® déve essere cancellato poiché non soddisfa la
disequazione:

X3
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Adesso devo trovare la soluzione ottima (cioé qusdluzione che rende minimo il costo della fungion
obbiettivo). C’é un teorema che mi dice che la soloie ottima si trova su un vertice (a parte quahdo
problema e illimitato inferiormente). In questo eabbiamo due vertici, uno dei due rappresenta la
soluzione ottima.

Trovo le coordinate dei due vertici mettendo aesis le equazioni delle rette (ne bastano due)iche |
individuano.

Calcolo le coordinate del vertice piu a destra:

{le + 3x2 =6
4‘x1 — Xy = 10

Risolvendo il sistema ottengo:

18

2
x1—7 x2:7

Calcolo le coordinate del vertice piu a sinistra:

{ X1=_4‘
2x1 +3x2 =6

x1=— x2=?=4,67

Sostituisco nella funzione obbiettivo le coordindée due vertici e vedo qual € quello che la remitgma:

2x1 +x, =2 18+2—543
X1 Xy = 7 7_ )

14
22+ %, =2 —4+ 5 =—333

Quindi il secondo vertice, cioé quello piu a sirdgtel grafico, costituisce la soluzione ottima glelblema.

Esercizio d’esame febbraio 2001 (Compito A — eseri 2)
In quest’esercizio era richiesto di risolvere djgente problema in forma grafica:
minx; + 2x,

Xy —Xy = =5

x, +2x, < 18

2x1 —x, <8
Xy = 2

Rieseguo gli stessi passi dell’'esercizio precedgrado dax, = 2 perché é piu semplice:
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L]

X1

Sostituisco l'origine > 2

Poiché la disequazione non e soddisfatta per lrmeigancello il semispazio a cui appartiene:

X2

xl_xZ 2 —5—>x1—x2 :_5
Sex; =0 allorax, =5

Sex, = 0 allorax; = =5

Mi regolo sempre con l'origine per ca sinistra deltava

retta che ho tracciato:

0-0=-5
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X, +2x, <18 - x; +2x, =18
Sex; =0 allorax, =9

Sex, = 0 allorax; = 18
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Sex; = 0 allorax, = —8

Sex, = 0 allorax; = 4

A questo punto mi dovrei calcolare i quattro vericzedere qual € il vertice che fa abbassaretdigi
funzione obbiettivo sostituendoci le coordinate.

La funzione obbiettivo &; + 2x, quindi so cher, ha costo doppio rispettq (cioé conta di piu). Percio
per fare prima prendo solo i vertici che hanno alore dix, basso.

A questo punto mi rimangono i due vertici in ba§ser i qualix, ha lo stesso costo), ma € piu piccolo
nel vertice di sinistra, quindi ho trovato il vesiottimo (per il quale la funzione obbiettivo s
minimo).

Quindi me lo calcolo incrociando le rette:

{ x2:2
xl_x2:_5
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Esercizio d’esame novembre 2006 (Compito A — esetio 2)
Nell’esercizio veniva richiesto di risolvere corsimplesso il seguente problema lineare:

max 3x, + 2x3

3x1 — Xy — X3+ 2x4 =12

X1 —3x, +x3+2x4 =8
X1 — Xy +X4 =05
X1,X2,X3,X4 =0

Prima di tutto, porto il problema in forma standdrdquesto caso I'unica cosa da cambiare é tnawsfe la
funzione obbiettivo da massimizzante a minimizzgosenbiando i segni).

Quindi ottengo:
min —3x, — 2x3

3x1 — Xy — X3+ 2x4 =12

X1 —3x, +x3+2x4, =8
X1 — Xy +X4 =05
X1,%X2,%3,X4 =0

Se si fa la matrice dei coefficienti, si pud notane non c’e una matrice di identita da cui parfpercio
aggiungo tre variabili artificiali. Il problema #itiale diventa:

miny; +y, +y;

31 — X3 — X3+ 2x4 +y; = 12
X1 —3x, +x3+2x4+y, =8
Xy —X;+x4+y;=5
X1, X2, X3, X4, Y1, Y2, Y3 = 0

Matrice dei coefficienti:
3 -1 -1 2 1 0 O
A=(1 -3 1 2 0 1 O
1 -1 0 1 0 0 1

Quindi scelgo come base la sottomatrice formatie dalonne associateyq, y,, y;

Y1 1 0 0 12 12
= () =500 1 o) (5)=(s)
Y3 0 0 1 5 5

Poichéxz > 0 ho trovato una soluzione base ammissibile.
—u'=—=cf-B1=(-1 -1 -1)

—u" - b =-25
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Verifico se la SBA corrente e ottima:

3
G=0+(-1 -1 —1)-<1)=—5
1

Entrax;

Test di illimitatezza:

i 3
A =B"14=[1
1

12
h = argmin {?, 8,5} =1
Escey,

Costruisco e aggiorno la carry:

-5 |_1 -1 —1‘ —-25

3 1 0 0 12
1 0 1 0 8
1 0 0 1 5

0 |2/3 -1 —1|—5

1| 1/3 0 0 | 4
0| -1/3 1 0 | 4
0] -1/3 0 1|1

X1 4
vy = <y) _ <4)
V3 1
1
,=0+2/3 -1 -1)-. <—3
1

& =0+(2/3 —1 —1).<1>:__
0

Entrax;

1/3 0 0\ /-1 ~1/3
A3=<—1/3 1 0)-(1>=<4/3>
-1/3 0 1/ \o 1/3

h = argmin{-,3,3} = 2

escey,



Aggiorno la carry:

—5/3 |2/3 -1 -1 -5
-1/3 | 1/3 0 0| 4
4/3 | -1/3 1 0 | 4
1/3 | =13 0 1|1
0 ‘1/4 1/4 —-1|0
0 |1/4 1/4 0|5
1 |-1/4 3/4 o0]3
0 |-1/4 —-1/4 1|0

(-

Il problema artificiale € finito poiché il costo ltlefunzione obbiettivo si &€ annullato.

Una variabile artificiale mi e rimasta in base p&ara controllo se la posso sostituire con quahdtra
variabilex.

Controllo se la posso sostituire con

1/4 1/4 0 -1 -1
A, = <—1/4 3/4 0) : (—3) = (—2)
-1/4 -1/4 1/ \—1 0
Poiché devo sostituire la terza variabile in baseifico se il terzo elemento di, sia diverso da zero. In

questo caso € zero, percid Non Posso Sostigyiodnx,.

Controllox,

1/4  1/4 0\ /2 1
e 590
~1/4 -1/4 1/ \1 0

Anchex, non va bene.

A questo punto ho controllato tutte le x e la viaifey mi € rimasta in base. Cio significa che llagione

contenentg; € ridondante e la cancello dal sistema (cancedllamdhe la riga e la colonna associapg a
nella carry).

Cancello la terza riga e la terza colonna dallaycar

1/4 1/4 |0
1/4  1/4 ‘5
—1/4 3/4 |3

%= ()= ()
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Ripasso al problema originale (eliminando I'equagioidondante):
min —3x, — 2x3

3x1 — Xy — X3 +2x4_ =12
x1_3x2+X3+2x4 :8
X1,%X2,X3,X4 =0

Mi ricalcolo - uT e-uT - b poiché la funzione obbiettivo &€ cambiata:

=0~ (4 Y- (L Y

Quindi la carry e:

—1/2 3/2 |6

1/4 1/4 ‘5
~1/4 3/4 |3

Verifico se la SBA corrente e ottima:

a=r( 9 ()=

Entrax,

A= (g 51) C3)

Poiché4, ha tutti gli elementi minori o uguali a zero ibptema ¢ illimitato inferiormente.

Esercizio d’esame giugno 2007 (Compito A — eser@z?)
Risolvere con il simplesso:
min —2x; + 3x;
X1 —2x, <3
X1 — Xy =2
X1 >0
Xy <0

Porto il problema in forma standard:

Poiché tutte le variabili devono essere positiengo:x, = —x,
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min —2x; — 3X,

x1 + 2.’?2 +X3 == 3
xl +f2 _X4 == 2
xl; f21x3;x4 2 0

Aggiungo variabile artificiale:

min y,

x1+f2—x4+y1=2

{ x1+2f2+x3=3
X1, X2, X3,X4,Y1 = 0

% =(1) =)
—u"=0-1)

—uT b =2
51=0+(0—1)-(1)=—1
Entrax,

A, =Bt-A, = (1)

h = argmin{3,2} = 2

Escey,

-1|0 —-1|-2
1 1 0|3
1 0 1|2
0 0 010
0 |1 -11
1 (0 1|2

%= (1) = ()
Passo al problema originale:

W =-0 25 J)=0 2

36



Entrax,

=G 1) @=0)

h = argmin{1,2} =1

Escex;

—1‘0 2 | 4
1 |1 —-1|1
110 112
o\ 1 1 |5
111 -1|1
0l-1 2|1

= ()= ()
G=0+1 D-(})=2

G =0+(1 1)-(_1)=—1

Entrax,

4y = (—11 _21) ' (—01) - (—12)

h =argmin{l,-} =1

Escex,

-1 1 1 5
1 1 -1|1

-2|-1 2|1
0 2 0 6
1 1 -1 |1
0 1 0 3

= ()= ()

G = -3+ (2 0)-(i)=1

& =0+ (2 0)-((1))=2
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Poiché tutti i costi ridotti sono maggiori o ugualeero la soluzione base ammissibile correntéirdant

Poichéx, = 0 allorax, = —x, = 0

Soluzione:
X1 3
X2 _ 0
X3 0
X4 1
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