V: cardinalità nodi
E: cardinalità archi
	Algoritmi
	Complessità
	Riassunto

	Teorema foresta di supporto
	 
	L'algoritmo dimostra che l’arco a peso minimo fra tutti quelli che permettono di collegare un nodo dell'insieme  agli altri farà parte dell’albero di supporto a peso minimo.

	Greedy
	O(|E|log(|E|))
	L’algoritmo parte da un insieme vuoto di archi e da una lista ordinata dei rami in ordine crescente. Poi inserisce gli archi uno alla volta partendo da quello a costo minore sse non creano un ciclo con gli archi già inseriti, prosegue finchè il numero di archi non è uguale al numero di nodi meno uno. 

	Mst-1
	O(|V2|)
	L’algoritmo inserisce nell’albero minimo di supporto il nodo raggiungibile più facilmente al cammino minimo incompleto partendo da un insieme vuoto degli archi e da un insieme contenente un solo nodo scelto a piacere se i nodi non hanno un ordine di inserimento o il primo nodo se vi è un ordine. L’algoritmo termina quando tutti i nodi fanno parte del cammino a peso minimo.

	Mst-2
	O(|E|log(|V|))
	L’algoritmo inizia considerando tutti i nodi sconnessi (cioè ogni nodo all’inizio corrisponde ad una differente componente connessa) e ad ogni iterazione collega a ciascun nodo il nodo collegabile ad esso con costo minore. L’algoritmo termina quando si ottiene un’unica componente connessa, cioè un cammino a peso minimo.

	Dijkstra
	O(|V2|)
	L’algoritmo parte con un insieme di nodi in cui viene inserito il primo. L’ordine con cui vengono inseriti gli altri si basa sul costo del collegamento ad esso. 
L’algoritmo termina quando tutti i nodi fanno parte del cammino a peso minimo.

	Algoritmo del simplesso;
(problema di flusso a costo minimo)
Floyd-Warshall

	O(|V3|)
	L’algoritmo ad ogni iterazione calcola il valore dell’obbiettivo, poi i coefficienti di costo ridotto e dopo aver scelto quello più sbagliato ne calcola il delta con gli altri rami del ciclo che ha creato  il ramo scelto venendo inserito in base. Itera il ragionamento fino a quando tutti i rami non hanno coefficiente di costo ridotto corretto. Cioè finchè non è rispettata la condizione di ottimalità.

	Knapsack
(normale vs dinamico)
	NP completo simile a complessità O(V/2)
	Algoritmo normale: ordina gli oggetti in ordine decrescente rispetto al rapporto Vi /Pi  e poi partendo da quello con tale valore maggiore calcola i rilassamenti (per ogni rilassamento va calcolato l’upper bound e il lower bound). Si ferma quando non esistono altre soluzioni possibili. (Molti rami si possono escludere a priori osservando gli upper bound).
Algoritmo Dinamico: calcola la tabella degli La tabella viene riempita partendo dall'ultimo oggetto. Dopo aver completato la tabella  crea l'albero delle soluzioni seguendo il percorso indicato dai e partendo dall'oggetto numero uno  .

	Ford - fulkerson
	O(|A||V|2)
	L’algoritmo cerca ad ogni iterazione un cammino orientato P da S a D, poi etichetta tale percorso e aggiorna il flusso del cammino trovato nel modo seguente:

 
L’aggiornamento del flusso dopo l’etichettatura garantisce che il flusso dei rami etichettati di P sia ancora ammissibile, cioè che soddisfi i vincoli di non negatività delle variabili, i vincoli di capacità sugli archi e i vincoli di equilibrio nei nodi intermedi. (dettagli sotto).

	Ungherese
(problema di matching di cardinalità massima) 
	O(V3)
	Algoritmo ungherese -> trova il minimo di ogni colonna e il minimo di ogni riga e li sottrae a tutti gli elementi della colonna/riga  a cui appartengono -> calcola il matching sulla nuova matrice -> calcola il  lower bound -> trova il  lambda e lo somma/sottrae alla matrice  -> itera il procedimento ripartendo dal matching fino a che la somma degli archi di matching non corrisponde all’ultimo LB.


	TSP
	NP - completo
	 Permette di trovare il ciclo hamiltoniano a costo minore.


Algoritmo greedy: si basa sugli archi. Algoritmo mst – 1: si basa sui nodi e sugli archi. Algoritmo dijkstra: si basa sui nodi.

Algoritmo mst-2
[image: ]
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Quindi in pratica…
[image: ]
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[image: (6 punti) Si dimostri la correttezza dell'algoritmo greedy per il problema 
ESERCIZIO 4. 
dell'albero di supporto a peso minimo. ][image: ESERCIZIO 4. (6 punti) Si dimostri la correttezza dell'algoritmo greedy per il problema Mini- 
mum Spanning Tree. ]

[ greedy -> ordini i rami in base al costo, li inserisci partendo da quello a costo minore sse non creano cicli con i rami già inseriti, prosegui finchè il numero di archi non è uguale al numero di nodi meno uno. ]
Algoritmo di greedy
(complessità = O(|E|log(|E|)));
Un algoritmo greedy è un paradigma algoritmico, dove l'algoritmo cerca una soluzione ottima da un punto di vista globale attraverso la scelta della soluzione più golosa (aggressiva o avida, a seconda della traduzione) a ogni passo locale. Quando applicabili, questi algoritmi consentono di trovare soluzioni ottimali per determinati problemi in un tempo polinomiale, mentre negli altri non è garantita la convergenza all'ottimo globale.
[bookmark: _GoBack][image: s Inizializzazione Si ordinino tutti gli m E I archi del grafo 
in ordine non decrescente rispetto al peso, cioè 
w(el) w(e2) w(em). 
Si ponga ET = Oe k = I. 
s 1 Se I ET V I —I, STOP e si restituisce l'albero 
T (V, ET) come soluzione. Altrimenti si vada al Passo 
2. 
s 2 Se ek non forma cicli con gli archi in ET, si ponga 
ET ET CJ {ek}. Altrimenti si lasci ET invariato. 
s 3 Si ponga k k + I e si ritorni al Passo I. ]
Correttezza algoritmo
[image: Supponiamo per assurdo che esista un albero di supporto 
T' (V, EP) a peso minimo con peso inferiore a 
T (V, ET), ovvero quello restituito dall'algoritmo greedy. 
Indichiamo con eh l'arco a peso più piccolo tra quelli in 
Andiamo ad aggiungere eh a EP. In tal caso si forma 
esattamente un ciclo che deve contenere almeno un arco 
er ET (gli archi in ET formano un albero di supporto e 
quindi non possono generare cicli). ]
[image: Si deve avere che eveh, altrimenti l'algoritmo greedy 
avrebbe selezionato er al posto di eh (er non forma cicli con 
gli archi in ET selezionati fino al momento in cui viene 
inserito eh se eh è il primo degli archi in ET che non fanno 
parte di EP). 
Ma allora possiamo togliere er e sostituirlo con eh in modo 
da ottenere un albero di supporto a peso non superiore 
rispetto a T'. 
Iterando questo ragionamento, possiamo sostituire tutti gli 
archi in ET \ ET con archi in ET senza mai aumentare il 
peso di T' fino a riottenere l'albero T con peso non 
superiore a T', il che contraddice l'ipotesi iniziale. ]
Complessità algoritmo
[image: L'operazione più costosa, almeno nel caso di grafi densi, 
ovvero con un numero di archi V 12), è quella di 
ordinamento degli archi secondo il costo non decrescente, 
che richiede E I log(l E l)) operazioni. 
Il ciclo che segue è di lunghezza non superiore a I E e, 
utilizzando opportune strutture dati, il numero di operazioni 
da esso richieste non supera E I log(l E l)). 
Abbiamo quindi il seguente risultato. 
L'algoritmo greedy ha complessità E I log(l E l)). ]



[image: ]








Algoritmo mst – 1 -->  come l’algoritmo greedy solo che si basa sui nodi, seleziona il nodo raggiungibile più facilmente.
[image: ]
Algoritmo Mst1: scelgo il nodo e l’arco collegabili all’insieme a cui inizialmente ho inserito il primo nodo con costo minore.
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[image: ESERCIZIO 3. 
(G punti) Si illustri il funzionamento dell'algoritmo MST-I per il problema 
dell'albero di supporto a peso minimo, si spieghi il significato delle funzioni e degli insiemi in esso 
utilizzati e si dica qual è la sua complessità. ]
Algoritmo MST-1
[image: Inizializzazione Scegli un nodo VI V. Poni U = } , = O e 
(nel corso dell'algoritmo c(v) conterrà, per i nodi in V U, il nodo in U più vicino a v). 
1 Se U = V, STOP. 
2 Seleziona 
arg min Wvc(v) 
(o è il nodo in V \ U più vicino a un nodo in U) 
3 poni U U {Ù} e ET = ET U 
4 per ognive V \ U, se 
u.'ve < wvc(v) 
poni c(v) = Ù. Ritorna al Passo 1. ]
Algoritmo MST-1:
Crei due insiemi, uno inizialmente vuoto in cui ad ogni iterazione inserisci il ramo a costo minore che permette di collegare un nodo già aggiunto all'albero minimo di supporto ad un nodo da aggiungere e l'altro in cui va inserito il nodo che ancora non fa parte dell’albero di supporto e che è raggiunto dal ramo appena inserito (il primo nodo lo inserisci nell’inizializzazione).
Itera il ragionamento finché non sono stati inseriti tutti i nodi nell’albero a peso minimo.


Correttezza algoritmo:  [Sfrutti il teorema della foresta di supporto]
[image: Inizialmente abbiamo la foresta con V1 U = {v1}, Vi = {Vi} i = 2, . . con tutti gli 
Alla prima iterazione si inserisce l'arco (v1 , ji 1, a peso minimo tra quelli con un solo 
estremo in U VI e quindi, in base al teorema visto, tale arco farà parte dell'albero di 
supporto a peso minimo tra tutti quelli contenenti O e quindi in realtà l'albero di 
supporto a peso minimo tra tutti quelli del grafo. 
Con l'aggiunta di questo arco, le due componenti connesse (V1 , El ) e (Vjl , Ejl ) si fondono 
in un'unica componente connessa con nodi U = {v1 , vj, } e l'insieme di archi 
ET = {(t'l , mentre le altre componenti connesse non cambiano. Abbiamo cioè le 
componenti connesse 
(U,ET), (Vi,0) i e {2, . ]
[image: Alla seconda iterazione andiamo a selezionare il nodo vj2 e 
il relativo arco (vj2, c(vj2)) con il peso minimo tra tutti quelli 
con un solo estremo in U. 
ln base al teorema, l'arco (v c(v• )) farà parte di un albero 
j2 12 
di supporto a peso minimo tra tutti quelli che contengono 
l'unione di tutti gli archi delle componenti connesse, che si 
riduce a ET. 
Ma poichè ET contiene il solo arco (v1, vjl) che, come 
dimostrato precedentemente fa parte di un albero di 
supporto a peso minimo, possiamo anche dire che l'arco 
aggiunto farà parte di un albero di supporto a peso minimo 
tra tutti quelli possibili. ]
 
[image: Quindi andiamo a inserire in U il nodo vj2 e in ET l'arco 
(vj2, c(vj2)) e avremo quindi le nuove componenti connesse 
(U,ET), (14,0) i e {2, . 
• • ' n} \ {j1,j2}. 
Osservando che l'unione degli archi delle componenti 
connesse coincide sempre con ET e che ET contiene solo 
archi che fanno parte di un albero di supporto a peso 
minimo, possiamo iterare il ragionamento garantendo in 
questo modo che quando U = V (e I ET V | —1), (V, ET) 
sia un albero di supporto a peso minimo per il grafo G. ]
Complessità algoritmo
[image: L'algoritmo MST-I richiede un numero di operazioni 
V 12). 
Dimostrazione Il numero di iterazioni è pari a I V | —1. ln ogni 
iterazione dobbiamo trovare un minimo tra un numero di 
valori pari a V \ U I e aggiornare (eventualmente) i valori c 
per i nodi in V \ U. 
Dal momento che I V \ U V l, abbiamo 
complessivamente un numero di operazioni pari a V 12). ]
[image: Si può dimostrare che questo algoritmo ha complessità 
ottima per MST almeno per grafi densi. 
Infatti, per tali grafi non possiamo aspettarci di fare meglio 
di V 2): la sola operazione di lettura dei dati di input (i 
pesi degli archi) richiede già V 12). ]
[image: ]
[image: ESERCIZIO 3. (6 punti) Si descriva l'algoritmo di Dijkstra, specificando sotto quali condizioni 
è corretto c ricavandone la complessità. ]
[image: ESERCIZIO 4. (6 punti) Si illustri l'algoritmo di Dijkstra per il cammino a costo minimo, si 
spieghi il significato degli insiemi e delle funzioni che appaiono in esso. Si dica sotto quali ipotesi 
è corretto e se ne dia la complessità. ]
Algoritmo di Dijkstra
[image: Inizializzazione Poni 
e per ogni y G V \ {s} 
p(y) 
= dsy e(y) s. 
s 1 Se VV V, allora STOP, altrimenti vai al Passo 2. 
s 2 Sia 
arg : y W}. ]

[image: ][image: s 3 Poni IV w u {T} e per ogni y IV aggiorna e(y) e 
p(y) come segue 
e(y) 
altrimenti 
p(y) + G}. 
s 4 Ritorna al Passo I. ]








Correttezza algoritmo
[image: Se dij è 0 V (i, j) e A, si dimostra che: 
s per ogni y G V, il valore p(y) rappresenta a ogni 
iterazione la lunghezza del cammino minimo da s a 
passando solo attraverso nodi in VV, mentre in e(y) è 
memorizzato il nodo che precede immediatamente y in 
tale cammino (per il nodo s, nodo di partenza, si usa 
l'etichetta — per indicare che non è preceduto da altri 
nodi); 
s quando il nodo viene inserito in VV al Passo 3, il valore 
por) rappresenta la distanza minima tra s e T. II 
cammino minimo può essere ricostruito procedendo a 
ritroso a partire dall'etichetta ecc). ]
Dimostrazione correttezza algoritmo
[image: La dimostrazione dei due punti si fa per induzione. 
Le due cose sono ovviamente vere inizialmente, quando 
Supponiamo ora che siano vere a un'iterazione e 
mostriamo che sono vere anche a quella successiva, 
distinguendo tra i due punti. ]
Punto 1: dimostro che il percorso più veloce per raggiungere i nodi ancora da inserire o è diretto dal nodo iniziale o passa per l’ultimo nodo inserito.
Punto 2: dimostro che non ci sono vie migliori passanti per nodi ancora da aggiungere che collegano il primo nodo con i nodi da inserire.

Punto 1
[image: Dato y W, il cammino minimo da s a y può: 
s non passare dal punto e in tal caso, per l'ipotesi 
induttiva essere pari a p(y); 
s essere un cammino in cui y è preceduto 
immediatamente da e quindi in tal caso avere 
lunghezza per) + dry. 
Quindi, il cammino minimo da s a y passando solo 
attraverso nodi in VV è di lunghezza pari a 
min{p(y), per) + dxy}• ]
[image: Non può accadere che il cammino minimo da s a y 
passante solo per nodi in IV abbia in una posizione che 
non è quella che precede immediatamente y, ovvero non 
può avere la seguente forma 
con t e IV. 
Infatti, essendo già t e IV, per l'ipotesi induttiva il cammino 
minimo da s a t (che non contiene T), è di lunghezza non 
maggiore al cammino 
e possiamo quindi sostituire quest'ultimo cammino con 
quello di Iughezza p(t), non passante per ]
 
Punto 2
[image: Per l'ipotesi induttiva, il valore p(x) è la lunghezza del 
cammino minimo da s a 'r passando solo attraverso nodi in 
Ipotizziamo per assurdo che esista un cammino da s a a: di 
lunghezza inferiore a p(x) che passi attraverso nodi IV e 
sia z il primo di tali nodi: ]
[image: Se interrompiamo tale cammino a z, otteniamo un cammino 
da s a z con le seguenti caratteristiche: 
s passa solo attraverso nodi in IV e quindi ha lunghezza 
non inferiore a p(z); 
essendo tutte le distanze non negative, dobbiamo avere 
che tale cammino ha lunghezza non superiore alla 
lunghezza del cammino da s a passando per z e 
quindi, per ipotesi, strettamente inferiore a p(x). 
Allora, dobbiamo avere p(z) < p(x) che però contraddice la 
regola di scelta di a: al Passo 2. ]



Complessità algoritmo
[image: L'algoritmo di Dijkstra richiede un numero di operazioni 
O(n2). 
Dimostrazione Ci sono n iterazioni. In ciascuna di queste si 
deve calcolare il minimo tra I V \ IV n valori e per ogni 
nodo in V \ IV confrontare due valori. Dunque, a ogni 
iterazione eseguiamo al più O(n) operazioni e 
complessivamente eseguiamo O(n2) operazioni. 
Quindi, l'algoritmo ha complessità polinomiale. ]











































Ungherese -> trovi il minimo di ogni colonna e il minimo di ogni riga e li sottrai -> matching -> lower bound -> lambda -> matching -> lower bound -> lambda ->>>>Fino a che la somma degli archi di matching non corrisponde all’ultimo LB.
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  2 +3 + 4 + 5 + 6 + 1 + 2 + 3 + 6 = 32 =  
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	Albero delle soluzioni
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	· Definizione di rilassamento = S(X, Y): escludo X e parto da Y. In altre parole S(I0, I1) contiene tutti gli elementi di S che non contengono gli oggetti in I0 e contengono gli oggetti in I1. Può invece contenere o non contenere gli oggetti ancora da verificare.
BRANCHING (Insieme di archi non collegati)  [ramificazione]
{Teorema della probabilità totale, Tds}
· Utilizzato in knapsack normale
[image: ]
[image: ]

 [image: ]
[image: Vediamo ora di descrivere l'operazione di branching. Dapprima la descriviamo per 
l'insieme S e poi l'estendiamo agli altri sottinsiemi generati dall'algoritmo. 
Supponiamo di trovarci, al termine dell'esecuzione della procedura per il calcolo di 
U(S), nel caso A (il caso B è un caso banale in cui tutti gli oggetti possono essere 
inseriti nello zaino). Avremo quindi un indice r + 1 che è il primo oggetto per cui la 
sottrazione successiva dei pesi assume valore negativo. 
La regola di branching prescrive di suddividere S nei due sottinsiemi 
ovvero in un sottinsieme della partizione si aggiunge l'oggetto r + I all'insieme Io, 
nell'altro lo si aggiunge all'insieme 11. ]
Knapsack dinamico
[image: ]

	
	
	
	
	
	
	
	
	

	Tre casi possibili:
1)   

2) &  


3) 

Allora approssimando:
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SOLUZIONE OTTIMA KNAPSACK DINAMICO
[image: Per ricostruire la soluzione ottima possiamo partire dal 
blocco 1: 
s 
s 
s 
s 
al blocco 1 la decisione ottima è 
e con tale 
decisione ci spostiamo allo stato s2 
del 
blocco 2; 
al blocco 2 la decisione ottima sarà d3(s3). Con tale 
decisione ci spostiamo allo stato 
del 
blocco 3; 
al blocco 3 la decisione ottima sarà 
si procede in questo modo fino ad arrivare al blocco n. ]
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	

	· Albero delle soluzioni: Parti dal peso della borsa e rifai il cammino all’indietro, togliendo il peso degli oggetti che inserisci. Volendo dall’albero si possono calcolare i valori dei vari rami. Sfrutto il principio di ottimalità in base a cui non importa come sono arrivato nello stato t(dk,sk) e posso quindi procedere in modo ottimo da esso con un contributo pari a f* k+1(t(dk,sk)).
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[image: La programmazione dinamica è un altro approccio che 
consente di risolvere problemi in modo esatto. 
Considereremo solo problemi di massimo ma piccole 
modifiche consentono di applicare tale approccio anche a 
problemi di minimo. 
La programmazione dinamica è applicabile a problemi con 
determinate proprietà che andremo ora a elencare. ]
[image: s Il problema può essere suddiviso in n blocchi. 
s ln ogni blocco k, k = 1, ... ci si trova in uno degli stati 
appartenenti all'insieme di stati Statik. L'insieme 
Statil del blocco 1 è costituito da un singolo stato SI. 
s ln ogni blocco k si deve prendere una decisione 
appartenente ad un insieme di possibili decisioni I)k. 
L'insieme di possibili decisioni può dipendere dallo stato 
ovvero IDk = Dk(sk). ]
[image: s Se al blocco k si prende la decisione e ci si trova 
nello stato Sk, il blocco k fornisce un contributo alla 
funzione obiettivo f del problema pari a u(dk, Sk). La 
funzione obiettivo f sarà pari alla somma dei contributi 
degli n blocchi (esistono anche varianti in cui i contributi 
non si sommano ma si moltiplicano tra loro ma qui ne 
omettiamo la trattazione). 
s Se al blocco k ci si trova nello stato Sk e si prende la 
decisione dk, al blocco k + 1 ci troveremo nello stato 
t(dk, Sk)• 
La funzione t viene detta funzione di 
Sk+l 
transizione ]
[image: Ma la proprietà essenziale è quella che viene chiamata 
principio di ottimalità: 
se al blocco k mi trovo nello stato Sk, la sequenza di 
decisioni ottime da prendere nei blocchi k, k + 1, 
totalmente indipendente da come sono giunto allo stato 
ovvero dalle decisioni ai blocchi 1, . 
k — 1 che mi hanno 
fatto arrivare allo stato 
SIC • ]













Problema di flusso  a costo minimo (Algoritmo del simplesso)
[image: ]
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· Condizione di ottimalità = tutti gli archi dell’insieme N0 hanno coefficiente di costo ridotto maggiore o uguale   a zero e tutti gli archi dell’insieme N1 hanno coefficiente  di costo ridotto  minore o uguale a zero.
· Valore obbiettivo = flusso utilizzato nel ramo per costo del ramo.
· Ccr = sommatoria dei costi dei rami che creano un ciclo, versi opposti si sottraggono. Mandi in base l’arco che fa variare più velocemente il valore dell’obbiettivo. + relativo alla direzione del ramo a cui si riferisce il cij .
· ∆ = flusso utilizzato, + ∆ se il ramo era N0, - ∆ se il ramo era N1 , gli altri rami che creano il ciclo col ramo  inserito in base hanno un ∆ in base al verso che hanno confrontato col ramo in questione, se hanno lo stesso verso del ramo hanno anche il suo segno. Col ∆ mandi un ramo in N0  o in N1. Il ∆ indica anche il flusso che   farai passare sul ramo fatto entrare in base con i ccr.
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· Algoritmo del simplesso -> calcoli il valore dell’obbiettivo, calcoli i coefficienti di costo ridotto, scelto quello più sbagliato ci fai il delta con gli altri rami del ciclo che si crea, iteri fino a quando tutti i rami non hanno coefficiente di costo ridotto corretto, i.e è rispettata la condizione di ottimalità.
· Se il flusso viene decrementato su uno o più archi, si farà uscire dalla base il primo arco il cui flusso si annulla al crescere di ∆ (con scelta a piacere se questo accade contemporaneamente per più archi in base, di archi fuori base nel calcolo del delta ce ne può essere solo uno alla volta).




[image: ESERCIZIO 3. (6 punti) Si descriva il significato dei coefficienti di costo ridotto, si descriva la 
procedura per il loro calcolo e si spieghi dove vengono utilizzati nell'algoritmo del simplesso per 
problemi di flusso a costo minimo limiti di capacità sugli archi. ]

Coefficienti di costo ridotto
[image: Data una base con relativa soluzione di base ammissibile, 
ad ogni arco fuori base è associato un coefficiente di costo 
ridotto. Questo misura: 
la variazione del valore dell'obiettivo al crescere di un'unità 
del valore del flusso su un arco fuori base. ]
[image: Se i coefficienti di costo ridotto di tutti gli archi fuori base 
sono non negativi, questo indica che la crescita del flusso 
su qualsiasi arco fuori base dal suo valore nullo attuale 
comporta una crescita dell'obiettivo (se il coefficiente è 
positivo) o nessuna variazione nell'obiettivo (se ha valore 
nullo). Quindi 
. in tal caso possiamo concludere che la soluzione di base 
attuale è soluzione ottima del problema di flusso a costo 
mnimo. 
Inoltre, è soluzione ottima unica se tutti i coefficienti di costo 
ridotto sono strettamente positivi. ]
Come calcolare i coefficienti di costo ridotto (archi a capacità limitata)
[image: L'arco che si decide di far entrare in base è il più 
promettente (quello la cui variazione del flusso modifica più 
rapidamente il valore dell'obiettivo). Questo lo si identifica 
prendendo quello che fornisce il massimo tra i coefficienti di 
costo ridotto degli archi fuori base a valore pari al limite 
superiore e quelli cambiati di segno degli archi fuori base a 
flusso nullo. Formalmente: 
(i, j) G argmax{ max Cij, max —Cij} ]
[image: Se l'arco che decidiamo di far entrare in base è fuori base 
con flusso nullo, allora si procede esattamente come nel 
caso senza capacità. 
Se l'arco che stiamo cercando di far entrare in base è fuori 
base con flusso pari al proprio limite superiore si riduce il 
suo valore da dij a dij — A mentre sugli archi del ciclo che si 
forma con l'aggiunta di tale arco i flussi sono aggiornati 
secondo regole inverse rispetto a quelle viste in 
precedenza (il flusso viene diminuito di A lungo gli archi 
attraversati secondo il proprio verso dal ciclo ed 
incrementato di A lungo gli archi attraversati dal ciclo in 
verso opposto al proprio). ]

Fino a quando le due condizioni seguenti non sono rispettate si itera il procedimento per modificare la base.  (cambio di base).
Condizione di illimitatezza
[image: Se l'aggiunta all'albero di supporto/base attuale di un arco 
fuori base con coefficiente di costo ridotto negativo crea un 
ciclo orientato e tutti gli archi del ciclo hanno capacità pari a 
allora il problema di flusso a costo minimo ha obiettivo 
illimitato. 
In particolare, se tutti gli archi hanno capacità finita il 
problema non può certamente avere obiettivo illimitato e 
quindi possiamo evitare di verificare la condizione di 
illimitatezza. ]
Condizione di ottimalità
[image: s a) tutti gli archi in base a flusso nullo hanno coefficiente 
di costo ridotto non negativo; 
b) tutti gli archi fuori base a flusso pari al limite superiore 
hanno coefficiente di costo ridotto non positivo. ]
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[gli archi del taglio sono tutti saturi, con flusso da S a D, i rami che non appartengono al taglio ma che permettono di collegare l’insieme dei nodi del taglio a quelli non del taglio devono avere direzione da D ad S e flusso ammissibile 0 ]
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[image: ESERCIZIO 4. (6 punti) Si dimostri la correttezza dell'algoritmo di Ford-Fulkerson per il prob- 
lema di flusso massimo e il problema di taglio a costo minimo. ]
[image: ESERCIZIO 3. (6 punti) Si dimostri la correttezza dell'algoritmo di Ford-Fulkerson per la 
risoluzione del problema di flusso massimo e quello di taglio a costo minimo. ]
 [image: ESERCIZIO 4. (6 punti) Si dimostri la correttezza dell'algoritmo di Ford-Fulkerson per il prob- 
lema di flusso massimo. ]

Algoritmo di ford fulkerson
[image: s Passo 0 - Inizializzazione E dato un flusso ammissibile 
iniziale X (si noti che si può sempre partire con il flusso 
nullo X 0). 
s Passo 1 Si costruisca il grafo G(X) associato al flusso 
attuale X. 
s Passo 2 Se non esiste alcun cammino orientato da S a 
D in G(X), allora STOP: il flusso attuale X è ottimo. 
Altrimenti, si individui un tale cammino P e si aggiorni il 
flusso X come visto in precedenza e si ritorni al Passo 
1. ]
{ Il flusso viene aggiornato secondo la procedura di etichettatura }
[image: Nello schema visto dell'algoritmo di Ford-Fulkerson 
dobbiamo chiarire come si stabilisce se in G(X) esiste un 
cammino orientato da S a D e, nel caso esista, come 
determinarlo. 
Tutto questo verrà realizzato con la procedura di 
etichettatura. ]
Aggiornamento del flusso
Dopo aver trovato un cammino orientato P da S a D il flusso viene aggiornato nel modo seguente:

L’aggiornamento del flusso dopo l’etichettatura garantisce che il flusso dei rami etichettati di P sia ancora ammissibile, cioè che soddisfi i vincoli di non negatività delle variabili, i vincoli di capacità sugli archi e i vincoli di equilibrio nei nodi intermedi.





Procedura di etichettatura
[image: Passo o Si parta con un flusso ammissibile X. Si noti 
che è sempre possibile partire con il flusso nullo X = 0. 
Passo 1 Si associ alla sorgente S l'etichetta (S, 0c). 
L'insieme R dei nodi analizzati è vuoto, ovvero R = O, 
mentre l'insieme E dei nodi etichettati contiene il solo 
nodo S, ovvero E {S}. ]
[image: Passo 2 Se E \ R 0, il flusso attuale X è ottimo. 
Altrimenti si selezioni un nodo i G E \ R, cioè etichettato, 
con etichetta (k, A), ma non ancora analizzato e lo si 
analizzi, cioè si compiano le seguenti operazioni: per 
ogni nodo j E, cioè non ancora etichettato, e tale che 
(i, j) e A(X), si etichetti j con la seguente etichetta: 
(i, — îij)) Se (i, j) E Af(f) 
(i, min(A, se (i,j) E Ab(X) 
Quindi si ponga: 
: (i,j) EA(X)} 
Se D G E, cioè se la destinazione è stata etichettata, si 
vada al Passo 3, altrimenti si ripeta il Passo 2. ]
 
[image: s Passo 3 Si ricostruisca un cammino orientato da S a D 
in G(X) procedendo a ritroso da D verso S ed usando 
le prime componenti delle etichette. A questo punto il 
cammino trovato 
con insieme di archi 
P {(S,q1),... (qr,D)} 
è un cammino orientato da S a D in G(X). Ora 
possiamo aggiornare X come visto in precedenza, 
dove il valore A è dato dalla seconda componente 
dell'etichetta del nodo D, e ritornare al Passo 1. ]

Complessità dell'algoritmo
[image: Si può dimostrare che se la scelta del nodi i e E \ R da 
analizzare viene fatta secondo una disciplina FIFO, cioè i 
nodi vengono analizzati nello stesso ordine in cui vengono 
etichettati, allora il numero di operazioni richieste 
dall'algoritmo è pari a A Il V 12). L'algoritmo ha quindi 
complessità polinomiale. 
Va anche sottolineato come questa non sia la migliore 
complessità possibile per questo problema. Esistono 
algoritmi più sofisticati con una complessità pari a V 13). ]
[image: ESERCIZIO 3. (6 punti) Dopo aver spiegato che cos'è un upper bound relativo a un sottinsieme 
della regione ammissibile di un problema di massimo, si descriva la procedura per il calcolo di un 
upper bound per il nodo radice nel problema KNAPSACK e si spieghi come si effettua il branching 
del nodo radice. ]
Upper bound e rilassamento
Upper bund: valore dell’approssimazione per eccesso della soluzione cercata.
 
[image: Un modo comunemente utilizzato per determinare un upper 
bound U(T) è quello di determinare la soluzione di un suo 
rilassamento. 
Indichiamo con: 
a(f,T) max f 
il valore ottimo della funzione f sull'insieme T. 
Si definisce rilassamento del problema, un problema: 
T') max f 
dove: ]
----------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------
· Valore ottimo/soluzione ottima = 
·  Soluzione ottima del rilassamento =   (upper bound, i.e approssimazione dall’alto)
· Allora 
· x è definita soluzione ottima del problema mentre  è soluzione ottima del rilassamento.
[image: ]

· Inserendo la x della soluzione ottima anche nella funzione     
del rilassamento e confrontando le due funzioni (quella 
della soluzione ottima e quella del rilassamento), essendo la funzione del rilassamento una funzione che approssima dall’alto
la funzione ottima, la funzione del rilassamento resterà
comunque maggiore o uguale a quella della soluzione ottima; confrontando poi la funzione del rilassamento con la propria x
con la funzione del rilassamento con la x del valore della funzione ottima, la prima sarà comunque maggiore o uguale alla seconda, infatti il dominio delle soluzioni della soluzione ottima è un sottoinsieme del dominio del rilassamento.







[image: ESERCIZIO 4. (6 punti) Dopo aver dato la definizione di problema di E-approssimazione per 
un problema di ottimizzazione, si illustrino i quattro diversi gradi di difficoltà dei problemi di 
ottimizzazione N P-completi basati sulla difficoltà dei rispettivi problemi di approssimazione. ]
[image: Un algoritmo AE si definisce algoritmo di E-approssimazione 
per un problema di ottimizzazione, se risolve il problema di 
E-approssimazione associato ad ogni istanza del problema 
di ottimizzazione. ]
Opt = valore ottimo dell’istanza
 [image: ]























[image: ESERCIZIO 4. (G punti) Si i quattro diversi gradi di dei problemi basati 
sulla difficoltà dei relativi problemi di apprmsirnazione. ]
[image: s Caso 1 Per ogni E > 0 esiste un algoritmo di 
E-approssimazione che richiede tempi polinomiali sia 
rispetto alla dimensione delle istanze, sia rispetto 
all'inverso della precisione richiesta. ln tal caso si 
dice che il problema ammette uno schema di 
approssimazione completamente polinomiale (FP TAS). 
s Caso 2 Per ogni E > 0 esiste un algoritmo di 
E-approssimazione che richiede tempo polinomiale 
rispetto alla dimensione delle istanze ma esponenziale 
rispetto all'inverso della precisione richiesta. ln tal 
caso si dice che il problema ammette uno schema di 
approssimazione polinomiale (P TAS). ]
[image: s Caso 3 Per valori piccoli di E, anche il problema di 
E-approssimazione è JVP-completo, mentre per valori di 
più elevati è risolvibile in tempo polinomiale. 
Caso 4 Per ogni valore di E il problema di 
E-approssimazione è JVP-completo. ]
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Definizione di classe P: un problema di ottimizzazione R appartiene alla classe P se e solo se esiste un algoritmo A di complessità polinomiale che lo risolve.
Alla classe P appartengono, per esempio, i problemi SHORTEST PATH e MST per i quali abbiamo presentato algoritmi di complessità polinomiale che li risolvono.
Definizione di classe NP:  appartengono alla classe NP tutti i problemi di  ottimizzazione per i quali, nota la soluzione ottima, il valore  ottimo può essere calcolato in tempo polinomiale.(Non deterministic Polynomial Time)
Definizione di classe di problemi NP completi: un problema J è definito NP completo sse il problema appartiene alla classe NP e per ogni problema appartenente alla classe NP esiste una riduzione polinomiale del problema in J.
( i.e. se e solo se appartiene alla classe NP e per ogni problema che appartiene alla classe NP esiste una riduzione polinomiale del problema NP riconducibile al problema iniziale).
{per i problemi della classe NP completi aiuta la Treccani}

[image: ]

Nota: se esistesse un problema NP-completo risolvibile attraverso un algoritmo avente complessità polinomiale (o equivalentemente appartenente alla classe P), allora si dovrebbe avere che P = NP. È noto che  e al momento si pensa che i problemi NP-completi siano un sottoinsieme della classe NP.
I problemi CLIQUE, KNAPSACK, TSP sono problemi NP-completi. Al momento non sono noti algoritmi di complessità polinomiale in grado di risolvere problemi NP-completi. (spiegazione: forse che knapsack ad esempio ha bisogno di conoscere la soluzione ottima, i.e il peso della borsa uguale a zero). Risulta quindi che la classe dei problemi NP-completi sia una classe di problemi difficili, nel senso che, a meno che non sia P = NP, non possano essere risolti in tempo polinomiale.

[image: ESERCIZIO 4. (6 punti) Dato un problema di ottimizzazione (o un equivalente problema di 
riconoscimento) si dia una definizione rigorosa di dimensione di un'istanza del problema e di al- 
goritmo di risoluzione del problema con la reltiva compl(ssità. Si spieghi quando il problema 
appartiene alla classe P e quando appartiene alla classe N P. ]
· Dimensione dell’istanza I -> dim(I) è la quantità di memoria necessaria per memorizzare (in codifica binaria) l’istanza del problema (i.e. i dati forniti dal problema).
· Algoritmo di risoluzione di un problema: descrizione ordinata di un numero di operazioni elementari da eseguire sull’istanza del problema per trovare la soluzione ottima.
· Complessità di un algoritmo: numero di operazioni necessarie eseguite dall’algoritmo per risolvere il problema.


ALGORITMO TSP
Nel problema TSP (Travelling Salesaman Problem o problema del commesso viaggiatore), dato un grafo orientato completo G=(V,A) con le relative distanze degli archi rappresentate dagli interi non negativi dij , per ogni (i,j)∈ A, individuare nel grafo un circuito hamiltoniano (ciclo che tocca tutti i nodi del grafo una e una sola volta) di distanza totale (somma delle distanze dei suoi archi) minima.
In pratica, si tratta di scegliere una permutazione i1,...,in degli n=|V| nodi del grafo tale che il circuito i1→···→in→i1   sia di lunghezza minima.
Si noti che, scelto il nodo iniziale i1, il numero di possibili circuiti hamiltoniani è pari a
(n−1)!
TSP METRICO
Caso particolare di TSP in cui si introducono delle restrizioni sui possibili valori che possono assumere le distanze lungo gli archi di un grafo: è simmetrico, cioè dij = dji per ogni i, j; 
dij ≥0, cioè le distanze degli archi sono tutte non negative;
le distanze soddisfano la diseguaglianza triangolare:
∀i, j, k: dij + djk ≥ dik

Ciclo euleriano: è un cammino che tocca tutti i suoi archi una e una sola volta.
Un circuito hamiltoniano: è un ciclo elementare (orientato, nel caso di grafo orientato) che tocca tutti i nodi del grafo.
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[image: Per il TSP metrico l'algoritmo DST è un algoritmo di 
1 approssimazione. 
Dimostrazione 
Sia T (V, AT) l'albero di supporto a costo minimo 
individuato al Passo 1 dell'algoritmo e sia 
il —+ i'2 —+ —+ i'2n—2 -+ i'2n—1 il 
il ciclo euleriano individuato al Passo 2 dell'algoritmo dopo 
aver raddoppiato gli archi dell'albero T. Indichiamo con 
l'insieme degli archi di tale ciclo. ]
[image: ]
 
[image: ]
Infatti essendo tutti gli archi a peso non negativo e dalla    definizione di ciclo hamiltoniano sappiamo che
[image: ]








Da rivedere
[image: La programmazione dinamica è un altro approccio che 
consente di risolvere problemi in modo esatto. 
Considereremo solo problemi di massimo ma piccole 
modifiche consentono di applicare tale approccio anche a 
problemi di minimo. 
La programmazione dinamica è applicabile a problemi con 
determinate proprietà che andremo ora a elencare. ]
[image: s Il problema può essere suddiviso in n blocchi. 
s ln ogni blocco k, k = 1, ... ci si trova in uno degli stati 
appartenenti all'insieme di stati Statik. L'insieme 
Statil del blocco 1 è costituito da un singolo stato SI. 
s ln ogni blocco k si deve prendere una decisione 
appartenente ad un insieme di possibili decisioni I)k. 
L'insieme di possibili decisioni può dipendere dallo stato 
ovvero IDk = Dk(sk). ]
[image: s Se al blocco k si prende la decisione e ci si trova 
nello stato Sk, il blocco k fornisce un contributo alla 
funzione obiettivo f del problema pari a u(dk, Sk). La 
funzione obiettivo f sarà pari alla somma dei contributi 
degli n blocchi (esistono anche varianti in cui i contributi 
non si sommano ma si moltiplicano tra loro ma qui ne 
omettiamo la trattazione). 
s Se al blocco k ci si trova nello stato Sk e si prende la 
decisione dk, al blocco k + 1 ci troveremo nello stato 
t(dk, Sk)• 
La funzione t viene detta funzione di 
Sk+l 
transizione ]
[image: Ma la proprietà essenziale è quella che viene chiamata 
principio di ottimalità: 
se al blocco k mi trovo nello stato Sk, la sequenza di 
decisioni ottime da prendere nei blocchi k, k + 1, 
totalmente indipendente da come sono giunto allo stato 
ovvero dalle decisioni ai blocchi 1, . 
k — 1 che mi hanno 
fatto arrivare allo stato 
SIC • ]




 

 

 

  
 
 
 [image: Si correttezza dell'algoritmo greedv per il calcolo dell'albero di Supporto a peso m•nimo, e se 
dimostri il 'unnonamento S 
Algoritmo greedy, invece di togliere archi in cerca di una soluzione ottima, si pane dall'albero vuoto, ed ad 
ogni iterazione si inserisce il nodo meno costoso. si verifica che non si sia creato un ciclo. esi ricomincia 
l'algoritmo fintanto cheho che il numero di archi é uguale al numero di nodi +1. 
che esista albero di Supporto T' che sia più di T Con 
eh. r peso mimre tra quel 
h. I • algartirnogteedv 
per eh. per poi rich. esWN10 en di per T. 
archi che T'. ere di r può creare cicli in T' e 
er e non eh. abbiamo dimostrostratoche er 
vale il n. T' = 
1 S. la COFette2za dell'algoritmo di per il problema di Si 
corr t: a 
e en dell'algoritmo di Ford. Fulketsorv 7 
Vogliarm che il u a costo minim e da la per il e taglio a 
costo 
I temme il taglio il nodo S ma mn D 
una a minimo • 
Val. Ottimo flu"O amm., abbiamo valore di ammissibile ottima'. il Waio è costo 
la di "Odotto che al da S? 
far la è ua€uale a 
OSS2 Si ctwtuttighwchi che da un 
tutti archi archi e si ha un etic'mttato 2.' 
in quanto gli domi "turi etichettare 
OSS 3 Gli a quella si OSS 2 
r OSS rimane: 
e del a' , CVO_ 
S. illustri la prima il problema d' le 
lindirata a e 'n 
una nuova '3 
TO, prendo il minimo di colonna, dalla somma dei minimi DO dopodiehe sotraggo a 
suo minimo arando la Tl ]
[image: TI. s' sewono operazkme effettuate su TO ma con le righe al posto delle colonne. dalla somma de' 
minami ottengo DI, sotraendo a ogni nea Ottengo la matrice T2, anche il prim LB sommando 
In caso raleoritmo non sia terminato con T2 si procede alla creazione di T3, risolvendo il problema di 
Matching Massimo si cerca la copertura minima degli teri 12. Di tutti gli elementi non coperti di T2 si 
pren& il minore dopodiche si prcxede cos' creare la nuova matrice T 3: 
se la riga è nel ricoprimento 
se la colonna b. nel ricoprimento 
10 
4 Si introducano le classi Pe NP di problemi, Si dia la defmifione di problemi NP«ompIeti e si dica che cosa 
potremmo concludere Su essi nel Caso sapessimo the P NP. 2 
Con Classe P s. intendo tutti quei problemi risolvibili tramite un algoritmo di cornplessiti polinomiale 
desempia algoritmo MST-I l). 
Con Classe NP si intenda que. problemi cui, nota la soluzione ottima. i' valore Ottimo può essere ricavata in 
tempi polinomiali (esempio CUQUE O ISP) 
Un problema NP • «mpletO, Se a NP e per ogni problema O NP esiste una riduzione 
polinomiale Q del problema lesempio 
non sia ne risulta che un classe di "difficil¯. che non possiamo 
risolvere in tempo 
S aver dato ta definizione d' probh'ma di t-awossama.•ione per un problema di ott.mizza:ione. s 
quattro diversi Vadi di difficolt•a de. Voblemi di ottiminazione NP 
difficolt• dei 'ispettivi problemi d. 
e i di il di E 0, consiste nel detemnare un punto S tale 
Per di minimo il di nel un S tale Che 
ln entrambi Casi il punto definito 
1 Per E O di t t alla 
delle sia della tal che problema 
uno di completamente 
Per orni E O esiste di 
dimensione delle ma 1 E della 
di 
piccoli di E. anche il N P-completo, più 
in ]
[image: 'Si illustri I' algoritmo di Dijkstra per il cammino a costo minimo, si spieghi il significato degli insiemi e dell 
funzioni che appaiono in esso, Si dica sotto quali ipotesi 'e corretto e se ne dia la complessità. 3 
L' algoritmo di Oiikstra e un algoritmo per il calcolo del SHORTEST PATH. che in particolare restituisce la distanza 
minima tra un nodo fissato e tutti gli altri nodi del grafo. Si noti Che non Si algoritmi per la dei 
problema di SHORTEST PATH con valori delle distame negative. quindi al fine della corretta esecuzione 
dell'algoritmo non essere inserite distanze negative. 
Passo O Po 
vvzls). pls).o, 
per V \ 
Se W V allora STOP. altrimenti vai al passo 2. 
i nodi del grafo rappresentano le gli archi del grafo mpresentano le Strade Che collegano tra loro 
i valori dii degli archi rappresentaro tempi di delle 
L'algoritmo di Diikstra richiede un di O(n2), Ci sono n iterazioni. ln di queste Si deve 
il minimo tra I V e per ogni noda in V due valori. aogni iterazione 
ewguiamo al più Oln) e complessivamente 
Si inustri il funzion"mentn dell'algoritmo MSI.I il pmblerna dell'albero di a peso s' spieghi il 
delle tumiOni e 
egli insiem• in 
e s. la Sua /Oescriuere "algoritmo 
MS T -l per il problema dell'albero di a peso m.nimo e derivarne complessità. 2 
2 
un nodo vi e v. 
se u=v, stop. 
V • E a min 
efv•lll, 
Per ogni v E V U, al Passo 
Il di iterazionié V | -1. Inogni minimo tra un numero di valori paria 
I e aggi'"naT i in V 8 U. Dal I V \ U V l. abbiamo 
operazioni pariaOdl V 12» 
Indichiamo 
Connesse di una di F I del Sia 
(u. v) arco a pen minirm 
un estremo in VI. Allora, di a peso minimo 
tra que"i neèalmem Che (u. VI. 
spie€atache un 
un della regiore ammissibile di un di 
massimo. si la il un per nodo nel KNAPSACK e si 
si un S dena una limituione o per r ]




[image: çse.so 
/ ottima di un problema d. flusso massimo e quella del corrispondente proble 
Per calcolo di in KNAPSACK ammenttiamo inamitutto che sia possibile W)tro zaino anche 
d' ouetto. cioe se nel nostro zaino ri sono oggetti ma ancora spazio possiamo inserire un 
un altro oggetto Abbiamo quindi bisogno di un rilassamento. cioè un 
scs• vyes. 
ora cons.der gli ouetti che ho inserito completamente avrò un mentre se considero il velore degli o 
nsent• completemante 'I valore dell'oggetto 'n parle col suo valore calcolato in base alla pane 
'VTO 
come i d' "dotto archi fuon base 'n un problema di 
ham-10 e come del Y ]
[image: • la soluzk'ne ottima del problema di taglio a costo minimo non cambia se si alza di Va capacita di tutti 
archi della rete, 
V al limiti di alzera i! valore di flusso massimrno ammissibile ma il taglio rimmara uguale 
S In un grafo orientato G IV, A) si consideri un problema di cammino a costo minimo da un nodo S a un 
nodo t e SI supponga di aver gfa calcolato tale cammino minima. Per ciascuna delle seguenti affermazioni 
dire se o falsa MOTIVANDO LA RISPOSTA: 
• Se la lungheua di tutti gh archi Viene aumentata di M, il valore Ottimo aumenta di M moltipliçato per 
il numero di archi del minimo; 
• Se Ci Sono archi di lunghetta negativa, di Oijkstra non 'e applicabile ma quello di 
garantisce di cammino minimo; 
F Si un problema di SHORTEST PAST "difficile" di cui ancora conosciuti algoritmi di 
• se cammino minimo dal nodo s al m.dO t passa per il il minimo da s a x coincide 
certamente con il sottocammino del cammino minimo da s a t che s e 8. 
V basti a come è definita di triangolazione per 
Si consideri un problema di albero di a peso minima su un grafo G = (V, di cui si -e calcolato un 
albero di Supporto ottimo T IV. Per ciascuna delle seguenti affermazioni dire se Vera o falsa 
motivando la risposta: 
• aurwntadi un'unit'a il costo di tutti archi. costo minimo aumenta di 'V I — 1; 
• Se Si di M unit•a costo degli archi Su un mdo, allora il minima aumenta di M moltiplicato 
per il numero di archi in T su quel 
• Se un non fa parte dell'albero d' supt*'rto a minimo, ha pi'u elevato di degli 
nel" albero di 
F potrebbe un arco di a quelli nell'albero di supporto ottimo. se inserito un 
Siano date le classi di prob'emip. NP e dire se O tal" 
LA RISPOSTA 
• affermar-e che classe P che NPmompleti' 
F se dei •diffi'i" risolvibili tempi 
• non Ci cui di Sia in 
polinomiale per > O; 
F i nei 1 e 2 dei gradi di risolvibili in tempi e 5 0 
• tutti i pmblemi nella NP "HM', in 
Ela defili ne 
o stessa di NP li problemi rimbibili in tempi risolvibili 
alzontmi ]
[image: Sia data la soluzione Ottima di un problema di flusso massimo e quella del corrispondente problema di 
taglio a costo minimo, per ciascuna delle seguenti affermazioni dire se 'e vera 0 falsa MOTIVANDO LA 
RISPOSTA: 
• il valore ottimo del problema può essere aumentato aumentando opportunamente la capacità di un arco che 
fa parte della soluzione ottima del problema di taglio minimo; 
V potrebbe cambiare il percorsa da Sa D e di conseguenza il taglia e il valore ottimo 
• può esistere un cammino Orientato dalla sorgente S alla destinazione D privo di archi saturi; 
cadrebbe la condizione di correttezza delralgaritmo 
• gli archi uscenti dalla sorgente S sono tutti saturi 
F non è detto, potrebbero non far parte del taglio 
Sia dato un problema di ottimizzazione NP-compIeto, Per ciascuna delle seeuneti affermazioni dire se 'e 
vera o falsa MOTIVANDO 1a RISPOSTA; 
• esistono algoritmi di complesiit•a polinomiale Che IO possano risolvere: 
V Se fosse possibile avremmo che p = NP. Cioè un problema "difficile" non risolvibile in tempi polinomiali 
• ogni suo corrispondente problema di E•approssimaziane 'e NP-comp'eto. 
F Io sarebbe se fossimo nel caso 4 dei gradi di complessità 
• pu'O essere nota riduzione polinomiale del in problema della classe P. 
V la defizicne di np completa che esista tale riduzione affinche si possa definire NP•cornp'eto 
3 S' consideri l'algoritmo di branch-and-bound per il problema KNAPSACZ Per ciascuna delle seguenti 
affemazioni dire se vera o falsa MOTIVANDOLA RISPOSTA: 
• bound calcolato un determinato dell'albero di Le maggiore del valore 
della solu'ione ammissibile individuata tramite il calcolo Stesso; 
• un viene cancellato solo rwl momento in cui tutti gli oggetti in 'f. peri qÂi si deve prendere una 
inseriti 
F per Se il di e minore al di LB di altro nodo 
• Se in un rwdo 'f allora o il nodo contiene soluzione ammissibile oppure contiene 
ammissit"le. 
Per ciascuna delle Segu 
enti affermaz 
ioni dire Se • e vera o falsa motivando la rispwsta: 
• la ottima del problema di taglio acosto minimo non cambia se si abbassa di due unita la capacita di un 
arco 
F potrebbe il percorso da D a S e di anche i' taglio 
• la del di taglio ambia alza di due unit•a la di arco 
F il percorso da D a S e di Conpguenta il taglio ]
Teoria di base.
- Matrice di incidenza nodo arco
[image: Matrice con tante righe quanti sono i nodi e tante colonne 
quanti sono gli archi. Nella colonna relativa ad un arco 
avremo tutte le componenti 0 tranne quelle che si trovano 
nella riga i e nella riga J. Se il grafo è non orientato queste 
due componenti sono entrambe pari a +1 , se è orientato la 
componente relativa al nodo predecessore i è pari a +1, 
quella relativa al nodo successore è -1 . ]
[image: Grafo orientato ]
 
[image: Grafo non orientato ]
 
[image: La liste delle adiacenze 
Ogni nodo è un elemento di una variabile array V[n] a cui assegno le lista delle coppie ordinate che 
collega. 
GRAFO NON O"E.NTATO 
ENZA 
GRAFO OR•NTATO ]
Tabella delle adiacenze
[image: 12 3 a 56 
οααααο 
αααααο 
αααααι 
GRAFO 
123456 
αααααο 
αααααα ]
· Nodi: due nodi che condividono lo stesso arco sono detti adiacenti.                                                                                              Archi: due archi che condividono lo stesso nodo sono detti adiacenti.
· Cammino orientato: a -> b -> c
Cammino non orientato: b -> a ->c.
· Cardinalità: numero di elementi del grafo (cardinalità degli archi 
· e cardinalità dei nodi).
· Albero: se è privo di cicli, connesso e il numero di archi è uguale 
· al numero di nodi meno uno, deve esistere un unico cammino elementare che congiunge ogni coppia di nodi.
· Cammino semplice: nessun arco è percorso più di una volta.
· Cammino elementare: nessun nodo è percorso più di una volta.
· Ciclo: Se omettendo l’ultimo nodo  si ottiene un cammino elementare, si parla di ciclo elementare.
·  Ciclo euleriano: è un cammino che tocca tutti i suoi archi una e una volta sola
· Un circuito hamiltoniano: è un ciclo elementare (orientato, nel caso di grafo orientato) che tocca tutti i nodi del grafo
· Grafo connesso: se ha un’unica componente connessa (cioè se 
tutti i nodi sono accessibili tra loro).
· Grafo completo: se esiste un arco che congiunge ogni coppia di nodi distinti del grafo. Nel caso di graﬁ orientati, per ogni coppia di nodi i, j che appartengono a V con i!=j, devono essere presenti sia l’arco(i, j) che l’arco(j, i).
· Matching: Dato un grafo G=(V,A) non orientato, chiamiamo matching un sottoinsieme M di A avente la proprietà che per ogni nodo i appartenente a V, esista al massimo un arco in M avente come estremo il nodo i.
· Grafo bipartito: Un grafo G=(V,A) si dice bipartito se è un grafo tale che l'insieme dei suoi vertici si può partizionare in due sottoinsiemi tali che ogni vertice di una di queste due parti è collegato solo a vertici dell'altra.
[image: Visualizza immagine di origine]Un grafo è bipartito se e solo se non contiene cicli di lunghezza dispari. 
Esempio: 



· Albero di supporto: è un albero sottoinsieme di un grafo generico, quindi che connette tutti i nodi con le proprietà di un albero. 
· Albero di supporto a peso minimo/costo ottimo: albero di supporto con somma totale dei costi dei vari rami minore.


· Taglio nella rete:
[image: Definizione Si consideri U c V con la proprietà che. 
se U D" U. 
L'insieme di archi 
ovvero gli archi con il primo estremo in U e l'altro al di fuori 
di U, viene detto taglio della rete. 
Ad un taglio si associa un costo pari alla somma delle 
capacità degli archi del taglio, cioè: 
Cij• 
(i'j)€Su ]
Dato un taglio S qualsiasi, il valore del flusso massimo nella rete non può superare quello del costo del taglio.
· Algoritmo di branch and bound
· Knapsack
· Upper bound: approssimazione per eccesso (dall'alto) della soluzione ottima cercata.
· Soluzione ottima del problema di taglio a costo minimo: 
· Soluzione ottima di un problema di flusso massimo:
· Classi di problemi P, NP, NP completi:
· Problema di ottimizzazione NP completo:
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ESERCIZIO 4. (6 punti) Si dimostri la correttezza dell’algoritmo greedy per il problema
dell’albero di supporto a peso minimo.
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ESERCIZIO 4. (6 punti) Si dimostri la correttezza dell’algoritmo greedy per il problema Mini-
mum Spanning Tree.
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» Algoritmo di Dijkstra: valido solo se d;; > 0V (i,) € A.
Restituisce i cammini minimi tra un nodo fissato s € V' e
tuuti gli altri nodi del grafo.
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» 3 Poni W =W U{z} eperogniy ¢ W aggiorna e(y) e
p(y) come segue

ely) = { e(y) seply) < p(z) +doy

T altrimenti

p(y) = min{p(y), p(z) + day}.
» 4 Ritorna al Passo 1.
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Sed;; >0V (i,j) € A, sidimostra che:

» perogniy €V, il valore p(y) rappresenta a ogni
iterazione la lunghezza del cammino minimo da s a y
passando solo attraverso nodiin W, mentre in e(y) &
memorizzato il nodo che precede immediatamente y in
tale cammino (per il nodo s, nodo di partenza, si usa
I'etichetta — per indicare che non & preceduto da altri
nodi);

» quando il nodo z viene inserito in 1V al Passo 3, il valore
p(z) rappresenta la distanza minima tra s e z. |l
cammino minimo puod essere ricostruito procedendo a
ritroso a partire dall’etichetta ¢(z).
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La dimostrazione dei due punti si fa per induzione.

Le due cose sono ovviamente vere inizialmente, quando

W = {s}.

Supponiamo ora che siano vere a un’iterazione e
mostriamo che sono vere anche a quella successiva,
distinguendo tra i due punti.




image9.png
Inizializzazione Si ordinino tutti gli m =| E | archi del grafo
in ordine non decrescente rispetto al peso, cioé

u'(el) < lL'(Bz) <. < w(em—l) < w(em)-

Siponga Er =0ek=1.

1Se | Ep |=| V| —1, STOP e si restituisce I'albero

T = (V, Er) come soluzione. Altrimenti si vada al Passo
2.

2 Se ¢ non forma cicli con gli archi in Er, si ponga
Ep = Ep U {ex}. Altrimenti si lasci Er invariato.

3 Siponga k = k + 1 e si ritorni al Passo 1.
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Supponiamo per assurdo che esista un albero di supporto
T" = (V, Eyv) a peso minimo con peso inferiore a

T = (V, Er), ovvero quello restituito dall’algoritmo greedy.
Indichiamo con ¢, I'arco a peso piu piccolo tra quelli in
Er\ Ep.

Andiamo ad aggiungere ¢;, a Er». In tal caso si forma
esattamente un ciclo che deve contenere almeno un arco
e, € Ep (gli archiin £ formano un albero di supporto e
quindi non possono generare cicli).
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Dato y ¢ W, il cammino minimo da s a y puo:

# non passare dal punto z e in tal caso, per l'ipotesi
induttiva essere pari a p(y);

# essere un cammino in cui y € preceduto
immediatamente da z e quindi in tal caso avere
lunghezza p(z) + d..

Quindi, il cammino minimo da s a y passando solo
attraverso nodi in 1 € di lunghezza pari a

min{p(y), p(x) + dey}.
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Si deve avere che w,, > w,,, altrimenti I'algoritmo greedy
avrebbe selezionato ¢, al posto di ¢, (e, non forma cicli con
gli archi in E7 selezionati fino al momento in cui viene
inserito ¢, se e, € il primo degli archi in £, che non fanno
parte di Epv).

Ma allora possiamo togliere ¢, e sostituirlo con ¢;, in modo
da ottenere un albero di supporto a peso non superiore
rispetto a 7”.

Iterando questo ragionamento, possiamo sostituire tutti gli
archiin Ep \ Ep con archi in Ep senza mai aumentare il
peso di 7" fino a riottenere I'albero 7" con peso non
superiore a 7”, il che contraddice l'ipotesi iniziale.
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Non pud accadere che il cammino minimoda say
passante solo per nodi in W abbia z in una posizione che
non & quella che precede immediatamente y, ovvero non
puo avere la seguente forma

STt Y,

conte W.

Infatti, essendo gia ¢ € W, per l'ipotesi induttiva il cammino
minimo da s a ¢t (che non contiene z), & di lunghezza non
maggiore al cammino

S—= =T =

e possiamo quindi sostituire quest’ultimo cammino con
quello di lughezza y(t), non passante per z.
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Per l'ipotesi induttiva, il valore p(z) € la lunghezza del
cammino minimo da s a = passando solo attraverso nodi in
W.

Ipotizziamo per assurdo che esista un cammino da s a z di
lunghezza inferiore a p(z) che passi attraverso nodi ¢ W e
sia z il primo di tali nodi:

R e e N
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Se interrompiamo tale cammino a z, otteniamo un cammino
da s a z con le seguenti caratteristiche:

# passa solo attraverso nodi in W e quindi ha lunghezza
non inferiore a p(z);

» essendo tutte le distanze non negative, dobbiamo avere
che tale cammino ha lunghezza non superiore alla
lunghezza del cammino da s a = passando per z e
quindi, per ipotesi, strettamente inferiore a p(z).

Allora, dobbiamo avere p(z) < p(z) che perd contraddice la
regola di scelta di z al Passo 2.
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Loperazione piu costosa, almeno nel caso di grafi densi,

ovvero con un numero di archi O(| V |?), & quella di
ordinamento degli archi secondo il costo non decrescente,
che richiede O(| E | log(| E |)) operazioni.

Il ciclo che segue ¢ di lunghezza non superiore a | E | e,
utilizzando opportune strutture dati, il numero di operazioni
da esso richieste non supera O(| E | log(| E |)).

Abbiamo quindi il seguente risultato.

L’algoritmo greedy ha complessita O(| E | log(| E |)).
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L'algoritmo di Dijkstra richiede un numero di operazioni
O(n?).

Dimostrazione Ci sono n iterazioni. In ciascuna di queste si
deve calcolare il minimo tra | V' \ W |< n valori e per ogni
nodo in V' \ W confrontare due valori. Dunque, a ogni
iterazione eseguiamo al piu O(n) operazioni e
complessivamente eseguiamo O(n?) operazioni.

Quindi, I'algoritmo ha complessita polinomiale.
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_ KHGPSOCk normale - Rilassamento = Capacita borsa - ), p; <= 0
- LB =+ Y, v; (valori degli oggetti inseriti nella borsa col

rilassamento, escludendo il valore dell’'oggetto che ha
mandato in negativo la borsa)

- UB=+Yv; + %(Cb — X pi) (v;valore dell'elemento
j

iurm BOUND  O(N')  AprrossimAzIONE DAL ATO

Lower BooND W)  AMROSKIMAZIONE DAL BAssO

che ha mandato in negativo la borsa, C,=peso della borsa,
Sommatoria dei pesi degli oggetti che non hanno fatto
andare in negativo la borsa = Y, p;)
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Loperazione di branching consiste nel rimpiazzare un
insieme 7" C S con una sua partizione 11, ...,T,,. Siricordi
che Ty, ..., T,, formano una partizione di T se




image62.png
La partizione pud essere rappresentata tramite una
struttura ad albero: 'insieme 7" € un nodo dell'albero da cui
partono i rami (da qui il nome branching) verso i nodi della
partizione, che vengono anche detti nodi successori 0 nodi
figli del nodo 7.
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La regola di branching prescrive di suddividere S nei due sottinsiemi
SH{r+1},0) e SO, {r+1}),
ovvero in un sottinsieme della partizione si aggiunge I'oggetto r + 1 all'insieme Io,

nell’altro lo si aggiunge all'insieme 1I;.

NB Nel caso B il sottinsieme S (1o, I1) & gia cancellato in quanto si ha certamente
U(S(Io, 1)) < LB e quindi non si deve definire I'operazione di branching.
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Vediamo ora di descrivere I'operazione di branching. Dapprima la descriviamo per
l'insieme S e poi I'estendiamo agli altri sottinsiemi generati dall’algoritmo.

Supponiamo di trovarci, al termine dell'esecuzione della procedura per il calcolo di
U(S), nel caso A (il caso B & un caso banale in cui tutti gli oggetti possono essere
inseriti nello zaino). Avremo quindi un indice r 4 1 che ¢ il primo oggetto per cui la
sottrazione successiva dei pesi assume valore negativo.

La regola di branching prescrive di suddividere S nei due sottinsiemi
S{r+1}1,0) e SO@{r+1}),

ovvero in un sottinsieme della partizione si aggiunge I'oggetto r + 1 all'insieme I,
nellaltro lo si aggiunge all'insieme I;.
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Per ricostruire la soluzione ottima possiamo partire dal
blocco 1:

X

al blocco 1 la decisione ottima & dj(s;) e con tale
decisione ci spostiamo allo stato s = ¢(dj(s1), s1) del
blocco 2;

al blocco 2 la decisione ottima sara d;(s3). Con tale
decisione ci spostiamo allo stato s% = ¢(d5(s3), s3) del
blocco 3;

al blocco 3 la decisione ottima sara d;(s3);
si procede in questo modo fino ad arrivare al blocco n.
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La programmazione dinamica & un altro approccio che
consente di risolvere problemi in modo esatto.

Considereremo solo problemi di massimo ma piccole
modifiche consentono di applicare tale approccio anche a
problemi di minimo.

La programmazione dinamica & applicabile a problemi con
determinate proprieta che andremo ora a elencare.
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# |l problema pud essere suddiviso in n blocchi.

# In ogni blocco k, k = 1,...,n ci si trova in uno degli stati
s, appartenenti all'insieme di stati Stati;. Linsieme
Statiy del blocco 1 & costituito da un singolo stato s;.

# In ogni blocco k si deve prendere una decisione dy,
appartenente ad un insieme di possibili decisioni Dy.
Linsieme di possibili decisioni puo dipendere dallo stato
Sk, OVVero Dy = Dy(sy).
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# Se al blocco £ si prende la decisione dy, e ci si trova
nello stato s, il blocco £ fornisce un contributo alla
funzione obiettivo f del problema pari a u(dy, s;). La
funzione obiettivo f sara pari alla somma dei contributi
degli n blocchi (esistono anche varianti in cui i contributi
non si sommano ma si moltiplicano tra loro ma qui ne
omettiamo la trattazione).

# Se al blocco £ ci si trova nello stato s, e si prende la
decisione dy, al blocco k + 1 ci troveremo nello stato
sk+1 = t(dg, s;). La funzione ¢ viene detta funzione di
transizione
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Ma la proprieta essenziale &€ quella che viene chiamata
principio di ottimalita:

se al blocco k mi trovo nello stato s, la sequenza di
decisioni oftime da prendere nei blocchi k,k+1,...,n e
totalmente indipendente da come sono giunto allo stato s,
ovvero dalle decisioni ai blocchi 1,. ..,k — 1 che mi hanno
fatto arrivare allo stato s,
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ESERCIZIO 3. (6 punti) Si descriva il significato dei coefficienti di costo ridotto, si descriva la
procedura per il loro calcolo e si spieghi dove vengono utilizzati nell’algoritmo del simplesso per
problemi di flusso a costo minimo con limiti di capacita sugli archi.
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Data una base con relativa soluzione di base ammissibile,
ad ogni arco fuori base & associato un coefficiente di costo
ridotto. Questo misura:

la variazione del valore dell’obiettivo al crescere di un’unita
del valore del flusso su un arco fuori base.
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Se i coefficienti di costo ridotto di tutti gli archi fuori base
sono non negativi, questo indica che la crescita del flusso
su qualsiasi arco fuori base dal suo valore nullo attuale
comporta una crescita dell'obiettivo (se il coefficiente &
positivo) o nessuna variazione nell’'obiettivo (se ha valore
nullo). Quindi ...

... in tal caso possiamo concludere che la soluzione di base
attuale € soluzione ottima del problema di flusso a costo
minimo.

Inoltre, & soluzione ottima unica se tutti i coefficienti di costo
ridotto sono strettamente positivi.
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Larco che si decide di far entrare in base ¢ il piu
promettente (quello la cui variazione del flusso modifica piu
rapidamente il valore dell’obiettivo). Questo lo si identifica
prendendo quello che fornisce il massimo tra i coefficienti di
costo ridotto degli archi fuori base a valore pari al limite
superiore e quelli cambiati di segno degli archi fuori base a
flusso nullo. Formalmente:

(i,j) € argmax{ max ¢;;, max —c;;}
(1.5)ENT ™ (i.§)ENo
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Se I'arco che decidiamo di far entrare in base & fuori base
con flusso nullo, allora si procede esattamente come nel
caso senza capacita.

Se I'arco che stiamo cercando di far entrare in base ¢ fuori
base con flusso pari al proprio limite superiore si riduce il
suo valore da d;; a d;; — A mentre sugli archi del ciclo che si
forma con I'aggiunta di tale arco i flussi sono aggiornati
secondo regole inverse rispetto a quelle viste in
precedenza (il flusso viene diminuito di A lungo gli archi
attraversati secondo il proprio verso dal ciclo ed
incrementato di A lungo gli archi attraversati dal ciclo in
verso opposto al proprio).
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Se I'aggiunta all’albero di supporto/base attuale di un arco
fuori base con coefficiente di costo ridotto negativo crea un
ciclo orientato e tutti gli archi del ciclo hanno capacita pari a
oo, allora il problema di flusso a costo minimo ha obiettivo
illimitato.

In particolare, se tutti gli archi hanno capacita finita il
problema non puo certamente avere obiettivo illimitato e
quindi possiamo evitare di verificare la condizione di
illimitatezza.
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# a) tutti gli archi in base a flusso nullo hanno coefficiente
di costo ridotto non negativo;

» b) tutti gli archi fuori base a flusso pari al limite superiore
hanno coefficiente di costo ridotto non positivo.
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ESERCIZIO 3. (6 punti) Si illustri il funzionamento dell’algoritmo MST-1 per il problema
dell’albero di supporto a peso minimo, si spieghi il significato delle funzioni e degli insiemi in esso
utilizzati e si dica qual & la sua complessita.
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L )

Inizializzazione Scegli un nodo vy € V. PoniU = {v1}, Er =0e
cv)=v YveV\{n}

(nel corso dell'algoritmo c(v) conterra, perinodiin V' \ U, il nodo in U pit vicino a v).
1SeU =V, STOP.
2 Seleziona

T €arg min Wye(y
ngV\U ve(v)

(v éilnodoin V' \ U pit vicino a un nodo in U)
3Poni U U {v} e Er = Er U {(7,¢(v))}.
4PerogniveV\U,se

Wop < Wye(v)

poni ¢(v) = ©. Ritorna al Passo 1.
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Inizialmente abbiamo la foresta con V; = U = {v;1}, V; = {v;} i = 2,...,n, con tutti gli
E;i=0.

Alla prima iterazione si inserisce I'arco (v1,v;, ), j1 # 1, @ peso minimo tra quelli con un solo
estremo in U = V; e quindi, in base al teorema visto, tale arco fara parte dell’albero di
supporto a peso minimo tra tutti quelli contenenti U?_, E; = 0 e quindi in realta I'albero di
supporto a peso minimo tra tutti quelli del grafo.

Con I'aggiunta di questo arco, le due componenti connesse (V1, E1) e (Vj, , Ej, ) si fondono
in un'unica componente connessa con nodi U = {v1,vj, } e l'insieme di archi

Ep = {(v1,v;,)}, mentre le altre componenti connesse non cambiano. Abbiamo ciog le
componenti connesse

(U, Er), (Vi,0) i€{2,....,n}\ {51}
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Alla seconda iterazione andiamo a selezionare il nodo v;, e
il relativo arco (vj,, c(v;,)) con il peso minimo tra tutti quelli
con un solo estremo in U.

In base al teorema, I'arco (vj,, c(vj,)) fara parte di un albero
di supporto a peso minimo tra tutti quelli che contengono
I'unione di tutti gli archi delle componenti connesse, che si
riduce a Er.

Ma poiché Er contiene il solo arco (v;,vj,) che, come
dimostrato precedentemente fa parte di un albero di
supporto a peso minimo, possiamo anche dire che I'arco
aggiunto fara parte di un albero di supporto a peso minimo
tra tutti quelli possibili.
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Quindi andiamo a inserire in U il nodo v;, e in Ep I'arco
(vj,, c(vj,)) € avremo quindi le nuove componenti connesse

(UﬁET)' (V;Q) iE{Q,...,ﬂ}\{jl,j2}~

Osservando che 'unione degli archi delle componenti
connesse coincide sempre con Ep e che Ep contiene solo
archi che fanno parte di un albero di supporto a peso
minimo, possiamo iterare il ragionamento garantendo in
questo modo che quando U =V (e | Er |=| V | =1), (V, Erp)
sia un albero di supporto a peso minimo per il grafo G.
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ESERCIZIO 3. (6 punti) Si dimostri la correttezza dellalgoritmo di Ford-Fulkerson.
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ESERCIZIO 4. (6 punti) Si dimostri la correttezza dell’algoritmo di Ford-Fulkerson per il prob-
lema di flusso massimo e il problema di taglio a costo minimo.
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ESERCIZIO 3. (6 punti) Si dimostri la correttezza dell’algoritmo di Ford-Fulkerson per la
risoluzione del problema di flusso massimo e quello di taglio a costo minimo.
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ESERCIZIO 4. (6 punti) Si dimostri la correttezza dell’algoritmo di Ford-Fulkerson per il prob-
lema di flusso massimo.
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# Passo 0 - Inizializzazione E dato un flusso ammissibile
iniziale X (si noti che si pud sempre partire con il flusso

nullo X = 0).

#® Passo 1 Si costruisca il grafo G(X) associato al flusso
attuale X.
® Passo 2 Se non esiste alcun cammino orientato da S a

D in G(X), allora STOP: il flusso attuale X & ottimo.
Altrimenti, si individui un tale cammino P e si aggiorni il

flusso X come visto in precedenza e si ritorni al Passo
1.
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Nello schema visto dell’algoritmo di Ford-Fulkerson
dobbiamo chiarire come si stabilisce se in G(X) esiste un
cammino orientato da S a D e, nel caso esista, come
determinarlo.

Tutto questo verra realizzato con la procedura di
etichettatura.




image111.png
® Passo 0 Si parta con un flusso ammissibile X. Si noti
che & sempre possibile partire con il flusso nullo X = 0.

# Passo 1 Si associ alla sorgente S l'etichetta (S, o).
Linsieme R dei nodi analizzati &€ vuoto, ovvero R = (),
mentre l'insieme E dei nodi etichettati contiene il solo
nodo S, ovvero E = {S}.
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® Passo2Se E\ R =0, il flusso attuale X & ottimo.
Altrimenti si selezioni un nodo i € E'\ R, cioé etichettato,
con etichetta (£, A), ma non ancora analizzato e lo si
analizzi, cioé si compiano le seguenti operazioni: per
ogni nodo j ¢ E, cioé non ancora etichettato, e tale che

(i,7) € A(X), si etichetti j con la seguente etichetta:

(i, min(A, cij —Tiz)) se (i,5) € Ap(X)

(i,min(A, %)) se (i,5) € Ap(X)
Quindi si ponga:
E=EU{j¢E: (i,j) € AX)} R=RuU{i}.

Se D € E, cioé se la destinazione ¢ stata etichettata, si
vada al Passo 3, altrimenti si ripeta il Passo 2.
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® Passo 3 Si ricostruisca un cammino orientato da S a D
in G(X) procedendo a ritroso da D verso S ed usando
le prime componenti delle etichette. A questo punto il
cammino trovato

S—=q—= = ¢-1—=q¢ D
con insieme di archi
P = {(Sa(ﬂ)a ey ((I’V‘*la(h‘)s ((I’!‘aD)}

& un cammino orientato da S a D in G(X). Ora
possiamo aggiornare X come visto in precedenza,
dove il valore A é dato dalla seconda componente
dell’etichetta del nodo D, e ritornare al Passo 1.
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Si pud dimostrare che se la scelta del nodii € £\ R da
analizzare viene fatta secondo una disciplina FIFO, cioé i
nodi vengono analizzati nello stesso ordine in cui vengono
etichettati, allora il numero di operazioni richieste
dall'algoritmo & paria O(| A || V |?). Lalgoritmo ha quindi
complessita polinomiale.

Va anche sottolineato come questa non sia la migliore
complessita possibile per questo problema. Esistono
algoritmi piu sofisticati con una complessita pari a O(| V [3).
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ESERCIZIO 3. (6 punti) Dopo aver spiegato che cos’ un upper bound relativo a un sottinsieme
della regione ammissibile di un problema di massimo, si descriva la procedura per il calcolo di un
upper bound per il nodo radice nel problema KNAPSACK e si spieghi come si effettua il branching
del nodo radice.
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Un modo comunemente utilizzato per determinare un upper
bound U(T') & quello di determinare la soluzione di un suo
rilassamento.

Indichiamo con:

a(f,T) = gleagf(:v),

il valore ottimo della funzione f sull'insieme 7.

Si definisce rilassamento del problema, un problema:

alf, 1) = max f'(x)
dove:
TCT e fl(x)>f(x) YzeT.
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Si ha che: o(f',T') > o(f,T).

Dimostrazione Sia z* € 7" una soluzione ottima del problema
su 7T, cioe:
f@®) =a(f,T),
e sia ' € 7" una soluzione ottima del rilassamento, cioé:
(@) = of, 7).
Si ha che z* € T implica z* € T". Inoltre, si ha:

14 SowaieNE

"7:;,09"’\ Fla*) > f(). - omIHA
Infine, l'ottimalita di 2’ implica f/(z') > f'(z*) e quindi:

a(f, 1) = f'(z') 2 f'(a*) 2 f(z") = (. 7).
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#® |Inizializzazione Poni Er = ) e sia C = {S1,...,S,} con
S; = {v;} perognii=1,...,n (C nel corso dell’algoritmo
conterra la collezione di componenti connesse di
(V, Er) ed essendo inizialmente Er vuoto, viene
inizializzata con n componenti, una per ciascun nodo
del grafo). Poni

componente[v;] =S; j=1,...,n.

(componente[v] restituisce la componente connessa a
cui appartiene il nodo v durante I'algoritmo).
® 1Se|C|=1, allora STOP.

® 2 Perogni S; € C, poni mini] = co.
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ESERCIZIO 4. (6 punti) Dopo aver dato la definizione di problema di e-approssimazione per
un problema di ottimizzazione, si illustrino i quattro diversi gradi di difficolta dei problemi di
ottimizzazione N P-completi basati sulla difficolta dei rispettivi problemi di approssimazione.
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Lalgoritmo MST-1 richiede un numero di operazioni
oV ?).

Dimostrazione || numero di iterazioni & paria | V' | —1. In ogni
iterazione dobbiamo trovare un minimo tra un numero di
valori paria | V' \ U | e aggiornare (eventualmente) i valori ¢
perinodiin V\U.

Dal momento che | V'\ U |<| V' |, abbiamo
complessivamente un numero di operazioni pari a O(| V |?).
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Un algoritmo A si definisce algoritmo di s-approssimazione
per un problema di ottimizzazione, se risolve il problema di
e-approssimazione associato ad ogni istanza del problema
di ottimizzazione.




image124.png
Definizione Per i problemi di massimo il problema di
c-approssimazione, = > 0, consiste nel determinare un

punto @ € S tale che

Per i problemi di minimo il problema di c-approssimazione
consiste nel determinare un punto = € S tale che

D

In entrambi i casi il punto z viene definito soluzione
c-approssimata dell’istanza.
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ESERCIZIO 4. (6 punti) Si descrivano i quattro diversi gradi di difficolta dei problemi basati
sulla difficolta dei relativi problemi di approssimazione.
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Si puo dimostrare che questo algoritmo ha complessita
ottima per MST almeno per grafi densi.

Infatti, per tali grafi non possiamo aspettarci di fare meglio
di O(] V |?): la sola operazione di lettura dei dati di input (i
pesi degli archi) richiede gia O(| V |?).
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ESERCIZIO 3. (6 punti) Si descriva Ialgoritmo di Dijkstra, specificando sotto quali condizioni
& corretto e ricavandone la complessita.
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ESERCIZIO 4. (6 punti) Si illustri Palgoritmo di Dijkstra per il cammino a costo minimo, si
spieghi il significato degli insiemi e delle funzioni che appaiono in esso. Si dica sotto quali ipotesi
& corretto e se ne dia la complessita.
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#® |Inizializzazione Poni
W={s}, p(s)=0, e(s)=~—
eperogniy € V\ {s}
p(y) =dsy e(y) =s.

® 1Se W =V, allora STOP, altrimenti vai al Passo 2.

» 2Sia
z € argmin{p(y) : y ¢ W}
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» 3 Perogni (u,v) € E, siano S; = componente[u] €
Sj = componente[v]. Se i # j, allora:
® Wy, < minfi] = shortest[i] = (u,v), minfi] = wyy;
s Wy, < min[j] = shortest[j] = (u,v), min[j] = wyy;
(si noti che shortest[i] indica I'arco a peso minimo tra
quelli con un solo nodo in S;).

® 4 Pertutti gli S; € C poni
Er = Ep U {shortest]i]}.

# 5 Poni C pari allinsieme di componenti connesse di
(V, Er) e aggiorna i valori componente[v] per ogniv € V.
Torna al Passo 1.
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# caso 1 Per ogni ¢ > 0 esiste un algoritmo di
e-approssimazione che richiede tempi polinomiali sia
rispetto alla dimensione delle istanze, sia rispetto
allinverso l della precisione richiesta. In tal caso si
dice che il problema ammette uno schema di
approssimazione completamente polinomiale (FPTAS).

# Caso 2 Per ogni ¢ > 0 esiste un algoritmo di
e-approssimazione che richiede tempo polinomiale
rispetto alla dimensione delle istanze ma esponenziale
rispetto all'inverso l della precisione richiesta. In tal
caso si dice che il problema ammette uno schema di
approssimazione polinomiale (PTAS).
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# caso 3 Per valori piccoli di ¢, anche il problema di
e-approssimazione € N'P-completo, mentre per valori di
¢ piu elevati & risolvibile in tempo polinomiale.

# cCaso 4 Per ogni valore di ¢ il problema di
g-approssimazione € N'P-completo.
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ESERCIZIO 4. (6 punti) Si introducano le classi P e NP di problemi. Si dia la definizione di
problemi NP-completi e si dica che cosa potremmo concludere su di essi nel caso sapessimo che P
# NP.
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ESERCIZIO 4. (6 punti) Dato un problema di ottimizzazione (o un equivalente problema di
riconoscimento) si dia una definizione rigorosa di dimensione di un’istanza del problema e di al-
goritmo di risoluzione del problema con la reltiva complessita. Si spieghi quando il problema
appartiene alla classe P e quando appartiene alla classe NP.
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ESERCIZIO 2. (6 punti) Si dimostri che I’algoritmo Double Spanning Tree & un algoritmo di
1-approssimazione per il problema TSP metrico.
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Per il TSP metrico I'algoritmo DST € un algoritmo di
1-approssimazione.

Dimostrazione
Sia T' = (V, Ar) I'albero di supporto a costo minimo
individuato al Passo 1 dell’algoritmo e sia

1] —> iy —> -+ = dgp_2 —> l2p—1 = 11

il ciclo euleriano individuato al Passo 2 dell’algoritmo dopo
aver raddoppiato gli archi dell’albero T Indichiamo con

Ag ={(i,4541) - j=1,...,2n -2}

l'insieme degli archi di tale ciclo.
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Si noti che

ecAq e€Ar

Quando nel Passo 3. rimuoviamo un nodo i; in quanto gia
presente, sostituiamo nel cammino la coppia di archi

con il singolo arco

Ma per la diseguaglianza triangolare si ha




image137.png
Ripetendo questo ragionamento per ogni nodo rimosso, si
ha che il circuito hamiltoniano C' = (V, A¢)

= =i, =

ottenuto dal ciclo euleriano con I'eliminazione dei nodi
ripetuti, ha distanza complessiva certamente non superiore
a quella del ciclo euleriano:

> ode<d de=2)de<2 ) de.

e€Ac e€Aq e€Ar e€Aox

dove C*(V,A¢+) corrisponde al circuito hamiltoniano soluzione

ottima del problema del TSP metrico.
Cio dimostra che il problema DST & un problema di 1-approssimazione per

il problema del TSP metrico
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451 dimostrila correttezza dellalgoritmo greedy

il calcolo dell

ro di supporto a peso minimo, e se ne
dimostri il funzionamento. 5

Algoritmo greedy, invece di togliere archi in cerca di una soluzione ottima, si parte dallalbero vuoto, ed ad
ogni iterazione si inserisce il nodo meno costoso, si verifica che non si sia creato un ciclo, e si ricomincia
I'algoritmo fintanto che ho che il numero di archi & uguale al numero di nodi +1

Supponiamo per assurdo che esista un albero di supporto T che sia pil: leggero di T cs

to con 'algoritmo
Indichiaco con e, I' arco a peso minore tra quelliin ET/ET

greedy

4

Dobbiamo osservare che il peso di er >= eh, deve essere vero perché, suppanendo che er < eh, Ialgortimo greedy
avrebbe preso per prima di eh, per poi controllare se creay
analizzando er avremmo avuto archisia in T che in T, sic

(o

/2.0 o cicli, ma essendo eh d

peso minore per T,

di T non pub creare cicliin T e I'algoritmo
avrebbe scelto er e non eh, abbiamo dimostrostrato che er >= ¢

Lo stesso ragionamento vale per il nuovo T, come volevasi dimostrare T = T

25i dimostri la corret

slgoritmo di Ford-Fulkerson per il problema di f massim
rrett Ialgoritmo di Ford-F

Vogliamo mostrare che il taglio u & quello a costo minimo, ¢

costo minimo.
al termine dellalgoritmo il taglio contiene il nodo S ma non if nado D
Preso un qualsiasi taglio, il suo costo & una limitazione del taglio a costo minimo ottimale, se identifichiamo C{su)
Val. Ottimo flusso amm., allora abbiamo il valore di flusso ammissibile ottimale e il talgio & a costo mir
Qual'é la quantita di prodotto che esce al termine dell‘algoritmo da S
< Zig % =
(25) Gslea 5 Y e
5e e, yet
Vogliamo far vedere che la sommatoria & uaguale a Cse
si deve avere che tutti gli archi che partono da un nodo etichettato e vanno ad un altro nodo etichettato, sono
tutti archi saturi. Allora per assurdo se tutti g arc 1o saturi e si ha un arco f non etichettato al passo 2,f
dovrebbe essere etichettato in quanto gl archi sarebbero dovuti essere saturi per non etichettare f
Gli archi non etichettati devono essere a zero, dimostrazione analoga a quella si 0SS 2
Seguendo 0SS 2 rimane
Gz ot 3)itl, 1) €A, Lee, Seg
e quindi il costo minimo del taglio & coincidente al valore di flusso ammissibile ottimale , CVD.
3 Si lllustri la prima iterazione dell‘algoritmo ungherese per il problema di assegnamento, ¢
operazioni eseguite sulla tabella iniziale dei costi (indicata con T0 a lezione), le operazioni sulla tabell.
isultante (indicata con T2 a lezione) e il modo in cui viene (eventualmente) generai

70, prendo il minimo di ogni colonna, dalla somma dei minimi ottengo DO, dopodiche sotraggo a ogni
colonna il 5uo minimo creando Ia tabella T1 :

e
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T1, si seguono le operazione effettuate su T0 ma con le righe al posto delle colonne, dalla somma dei

minimi ottengo D1, sotraendo a ogni riga ottengo la matrice T2. Ottengo anche il primo LB sommando DO
D1

In caso Valgoritmo non sia terminato con T2 si procede alla creazione di T3, risolvendo il problema di
Matching Massimo si cerca a copertura minima degli zeri in T2. Di tutti gi elementi non coperti di T2 si
prende il minore (2) dopodiche si procede cosi per creare la nuova matrice T3:

J’o se la riga & nel ricoprimento
d?=12  altrimenti

Z se la colonna b é nel ricoprimento

&= |
64 0 altrimenti

4 Siintroducano le classi P e NP di problemi. Si dia la definizione di problemi NP completi e si dica che cosa

si nel caso sapessimo che P I= NP.

potremmo concludere su di :

Con Classe P siintendo tutti quei problemi risolvibili tramite un algorit

'mo di complessita polinomiale
(esempio algoritmo MST-1 Complessita O(|v2|))

Con Classe NP si intendo quei problemi cui, nota |

la soluzione ottima, il valore ottimo pub essere ricavata in
tempi polinomiali (esempio CLIQUE o TSP)

Un problema & NP-completo, se appartiene a NP e per ogni probl

lema Q in NP esiste una riduzione
polinomiale Q del problema (esempio KNAPSACK)

In caso non sia P=|

P, ne risulta che abbiamo un classe di problemi “diffici

, cioé che non possiamo
risolvere in tempo polinomiale

S Dopo aver dato la definizione di problema ¢

di e-approssimazione pe
di difficolt'a dei problemi di ottimi
difficolt'a dei rispettivi problemi di apy

n problema di

mi;

illustrino i quattro df

szione NP

completi basati sulla
prossimazione. 2

& Periproblemi di massimo il problema di e-approssimazione, ¢ 2 0, consiste nel determinare un Puntox €5 tale che

opt/fix)<1+e

Periproblemi di minimo i problema di e-approssimazione cansiste nel determinare un PUNtO X €S tale che
f{x)/opts1+e

In entrambi  casi | punto x viene definito soluzione e-approssimata dellistanza

Cas 1 Per ogni< > 0 esiste un algoritmo di e-approssimatione che richiede tempi pofinommiai sia rispetto alla

dimensione delle istanze, sa rispetto allinverso 1/z della precisione richiesta, 1 £

al caso si dice che il problema,
ammette uno schema di approssimazione completamente polinomiale (FpTAs)

Caso 2 Per ogni & > 0 esiste un algoritmo di e-approssimazione che ri

i
dimensione delle istanze ma esponenziale rispetto all'inverso 1 ¢ del|

hiede tempo polinomiale rispetto afla
12 precisione richiesta, in tal caso sidice cheil
problema ammette uno schema di approssimazione polinomiale (pTas)
Cas03 Per valor piccol di e, anche l problema di -approssimazione & N p-completo, mentre per valori di e pits

) mentre per valor i
elevati & risolvibile in tempo polinomiale. per valori di e pis

Gaso 4 Per ogni valore di & il problema di &-approssimazione & N P-completo
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& Sillustri Valgoritmo di Dijkstra per il cammino a costo minimo, si spieghi il significato degli insiemi e delle
funzioni che appaiono in esso. Si dica sotto quali ipotesi ‘e corretto e se ne dia la complessita. 3

L' algoritmo di Dijkstra e un algoritmo per il calcolo del SHORTEST PATH, che in particolare restituisce la distanza
minima tra un nodo fissato e tutti gli altri nodi del grafo. Si noti che non si conoscono algoritmi per la risoluzione del
problema di SHORTEST PATH con valori delle distanze negative, quindi al fine della corretta esecuzione
dellalgoritmo non devono essere inserite distanze negative.

Passo 0 Poni

W={s} pls)=0, efs)=~; eperogniy €V\{s} p(y)=dsye(y)=s.
Passo 1 Se W=V, allora STOP, altrimenti vai al Passo 2
Passo 2 Sia

X € argmin{ply) : y (€ W,

i nodi del grafo rappresentano le localita; gli archi del grafo rappresentano le strade che collegano tra loro alcune
localita;  valori dij degli archi rappresentano i tempi di percorrenza delle strade

L'algoritmo di Dijkstra richiede un numero di oy

perazioni O(n2), Ci sono n iterazioni. In ciascuna di queste si deve
calcolare il minimo tra | V\W

nvalori e per ogni nodo in V \W confrontare due valori. Dungue, a ogni iterazione
€seguiamo al pits O(n) operazioni e complessivamente eseguiamo O(n2) operazioni

1 a i supporto a peso minimo,

spieghi il

omplessita./De

crivere I'algoritmo

MST-1 per il problema dell'albero di supporto a peso minimo e derivarn omplessita.
Passo 0 Scegli un nodo v1 € V.. Poni U = v1), ET= @
V) =v1VVEV\§
Passo 1 Se U=V, STOP.
Passo 2 Seleziona
V* Eargmin  wvcly
vev\u
Poni U U {v*) e E= E U {(v*
Passo3 UL eEZE Uy,
Passo 4 Perogniv EV\U, se Ww* <wvclv)  ponic(v) =v*. Ritorna al Passo 1

11 numero di iterazioni & paria | V | ~1. In ogni terazione dobb
| V\U | e aggiornare (eventualmente) i valori c per i nod ir
complessivamente un numero di operazion pari 3 O(| v |2)

Mo trovare un minimo tra un numero di valori pari a
1Y\ U. Dal momento che | V\ U [<| V |, abbiamo

Indichiamo con (VLEL), ..., (VK,EK) le compon
(1, v) un arco a peso minimo tra quelli con un
tra quelli contenenti U, ce ne & almeno un:

‘enti connesse di una foresta di supporto F = (v, F ) def
solo estremo in V1. Allora, tra tutti gli alber i
10 che contiene (u, v).

lgrafo G. Sia
i supporto a peso minimo

8 Dopo aver spiegato che cos' un
ma:

upper bound relativo a un sottinsieme della
per il calcolo di un upper bound

effettua il branching del nodo radice.

regione ammissibile dij yn

imo, si descriva la procedur peril nodo r

hi come si

problema d
adice nel problema KNAPSACK e 5

Spie
Si consideri un sottinsieme T < $ della regione

ammissibile. Una limitazione
valore U (T ) con la seguente proprieta

superiore o upper bound per & yn
U(T)2f(x)vxeT.
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Jeao Fatso

blema di flusso massimo e quella del corri pondente problema
/ Gia dara ta salizione ottima di un problen oon et prObiE

Per il calcolo di UB in KNAPSACK ammenttiamo inanzitutto che sia po
porzione di o

ibile inserire nel nsotro zaino anche un
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Max f(x) Max f(x) s P(x)>=f(x) ¥x€ES
ora se consider gli oggetti che ho inserito completamente avrd un LB, mentre se considero il velore degli oggetti
inseriti completemante piu il valore dell'oggetto inserit art alore calcolato in base alla parte aggiu
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« la soluzione ottima del problema di taglio a costo minimo non cambia se si alza di un'unit'a la capacit'a di tutti gli
archi della rete.

Vallimiti di alzera il valore di flusso massimmo ammissibile ma il taglio rimmara uguale

G In un grafo orientato G = (V, A) si consideri un problema di cammino a costo minimo da un nodo s a un
nodo t e si supponga di aver gi‘a calcolato tale cammino minimo. Per ciascuna delle seg
dire se ‘e vera o falsa MOTIVANDO LA RISPOSTA

* se la lunghezza di tutti gli archi viene aumentata di M, il valore ottimo del problema aumenta di M moltiplicato per
il numero di archi del cammino minimo;

senti affermazioni

« se ci sono archi di lunghezza negativa, lalgori
garantisce di trovare un cammino minimo;

o di Dijkstra non ‘e applicabile ma quello di Floyd-Warshall

F si crea un problema di SHORTEST PAST “difficile” di cui non sono ancora conosciuti algoritmi di risoluzione

* se il cammino minimo dal nodo s al nodo t passa per il nodo x, allora il cammino minimo da s a x coincide
certamente con il sottocammino del cammino minimo da s a t che congiunge s x

V basti pensare a come & definita | operazione di triangolazione per Floyd-Warshal

4 Siconsideri un problema di alberc

UPPOrto a pesc m
albero di supporto ottimo T = (V, ET ). Per ciascuna c e f oni dire se ‘e vera o fal:
motivando la risposta

* se si aumenta di un‘unit'a il costo di tutti gli archi, allora il costo minimo aumenta di [V | - 1:

© se siaumenta di M unit'a il costo degli archi incidenti su un nado, allora il costo minimo aumenta di M moltiplicato
per il numero di archi in T che incidono su quel nodo;

* 5e un arco non fa parte dellalbero di supporte minimo, allora ha costo pi'u elevato di quello degli archi
nellalbero di supporto ottimo

Fpotrebbe esserci un arco di peso minore rispetto a quelli nellalbero di supporto ottimo, che se inserito cre un ciclo
Siano date e classi di proble P e NP- Per ciascuna delle segu " i

MOTIVANDO LA RISPC

* possiamo affermare che esistona problemi nella classe P che sono NP-comy

F se fosse cosi avrei dei problemi “diffli” non risolvibili con tempi polinomiali

* flon ci possono essere problemi NP-completilcui problema di &-approssimazione sia risolvibile in tempo
polinomiale per qualche £ > 0;

F i problemi nei casi 1 e 2 dei gradi di difficolta sono risolvibili in t

polinomiali e con & >0

= tutti i problemi nella classe NP sono, presumibilmente, non risolibiliin tempo polinomaile.

Fla defizione stessa di problemi NP I classifica come problemi risolvibil i tempi polinomiali anche se nom rislui
tramite algoritmi polinomiali on risolvibil
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taglio a costo minimo. Per ciascuna delle seguenti affermazioni dire
RISPOSTA ) b
« il valore ottimo del problema pub essere aumentato aumentando opportunamente la capacita di un arco che no
fa parte della soluzione ottima del problema di taglio minimo;

one ottima di un problema di flus

V potrebbe cambiare il percorsa da § a D e di conseguenza il taglio e il valore ottimo

« pud esistere un cammino orientato dalla sorgente S alla destinazione D privo di archi saturi,
F cadrebbe la condizione di correttezza dell'algoritmo

» gli archi uscenti dalla sorgente S sono tutti saturi

F non é detto, potrebbero non far parte del taglio

dato un problema di ottimizzazione NP-cor
a MOTIVANDO LA RISPOSTA
* non esistono certamente algoritmi di complesiit'a polinomiale ct

ina delle seguneti affermazioni dire se ‘e

vera o fal

lo possano risolvere;

V se fosse possibile aviemmo che P = NP, cioé un proble

fifficile” non risolvibile in tempi polinomiali

* ogni suo corrispondente problema di

F lo sarebbe se fossimo nel caso 4 dei g

0 essere nota una riduzione polinom

ale del problema in un problema della classe P.

Vla defizione di np completa impone che esista tale riduzione affinche si possa definire NP-completo

consideri I'algoriti ind-bound per il pr 1 K. Per ¢ |
affermazioni dire L a DO L T

« l'upper bound calcolato per un determinato nodo dell‘albero di branch-and-bound ‘e sempre maggiore del valore
della soluzione ammissibile individuata tramite il calcolo dell'upper bound s

* un nodo viene cancellato solo nel momento in cui tutti gli oggetti in If
decisione, possono essere inseriti nello zaino;

peri quali si deve ancora prendere una

Fpud essere cancellato anche per esempio se il suo valore di UB e minore al valore di LB di un altro nodo

« se in un nodo I
ammissibile

allora ol nodo contiene un'unica soluzione ammissibile oppure non contiene alcuna soluzione.

Per ciascuna dell

o

seguenti affermazioni dire se ‘e vera
« la soluzione ottima del problema di
arco appartenente  essa;

> falsa motivando la

aglio a costo minimo non cambia se si abbassa di due unit'a la capacit'a di un

F cio potrebbe cambiare if percorso da D a S e di conseguenza anche il taglio

* la soluzione ottima del problema di
appartenente a essa;

F.cio potrebbe cambiare il percorso da D a S e di conseguenza anche il taglio

agllo @ costo minimo non cambia se sialza di due unit'a la capacit'a di un arc
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Matrice con tante righe quanti sono i nodi e tante colonne
quanti sono gli archi. Nella colonna relativa ad un arco (i, j)
avremo tutte le componenti 0 tranne quelle che si trovano
nella riga i e nella riga j. Se il grafo &€ non orientato queste
due componenti sono entrambe pari a +1, se & orientato la
componente relativa al nodo predecessore i € pari a +1,
quella relativa al nodo successore & -1.
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Grafo non orientato
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La liste delle adiacenze

Ogni nodo & un elemento di una variabile array V[n] a cui assegno la lista delle coppie ordinate che
collega.
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Definizione Si consideri U C V con la proprieta che:
SeU DgU.
Linsieme di archi
Sy={(,j) €A : i€l jgU},

ovvero gli archi con il primo estremo in U e l'altro al di fuori
di U, viene detto taglio della rete.

Ad un taglio si associa un costo pari alla somma delle
capacita degli archi del taglio, cioé:




