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Trigonometria 

La parte della matematica che studia i triangoli partendo dai loro angoli. 

Circonferenza trigonometrica 
Detta anche circonferenza goniometrica, è una circonferenza con centro nell’origine degli 
assi e raggio uguale a 1. 

Radianti 
Data una circonferenza di raggio 𝑅, considero un certo 

angolo 𝛼 e indichiamo con 𝐿 la lunghezza dell’arco 

sotteso da 𝛼. 
 
Un radiante è definito dal rapporto fra l’arco sotteso 
dall’angolo e il raggio: 

𝐿: 2𝑅 = 𝛼: 360° 

Quindi 𝐿 =
𝜋𝑅𝛼

180°
 quando l’angolo viene misurato in gradi 

sessagesimali. 
 

Il radiante si definisce come 𝜌 =
𝐿

𝑅
, quindi un 

radiante equivale all’arco sotteso dall’angolo 
piatto. 
 
Da notare che il radiante non ha unità di misura, 
si tratta di un numero puro, dato che è il 
rapporto tra due valori con la stessa unità di 
misura. 
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Seno e coseno 
Preso il punto 𝑃 sulla circonferenza trigonometrica corrispondente all’angolo 𝛼: 

𝛼 = 𝑎𝑟𝑐𝑜 = 𝑎𝑛𝑔𝑜𝑙𝑜 𝑖𝑛 𝑟𝑎𝑑 
 

Il punto ha le coordinate (cos 𝛼 , sin 𝛼) tali che: 

cos 𝛼 =
𝑃𝐾̅̅ ̅̅

𝑂𝑃̅̅ ̅̅
, sin 𝛼 =

𝑃𝐻̅̅ ̅̅

𝑂𝑃̅̅ ̅̅
 

 
Seno e coseno sono anch’essi numeri puri, senza unità di misura. 
 

Caratteristiche 
1. La funzione seno è dispari 
2. La funzione coseno è pari 

3. Entrambe le funzioni sono periodiche in 2𝜋 

Relazioni fondamentali 
Prima relazione: 

cos2 𝛼 + sin2 𝛼 = 1 
1. Deriva dal teorema di Pitagora 
2. Si può derivare la equazione della circonferenza trigonometrica 
 
Seconda relazione: 

tan 𝛼 =
sin 𝛼

cos 𝛼
, 𝛼 ≠

𝜋

2
+ 𝑘𝜋, 𝑘 ∈ ℤ 

 
Terza relazione: 

cos 𝛼 = ±
1

√1 + tan2 𝛼
, 𝛼 ≠

𝜋

2
+ 𝑘𝜋, 𝑘 ∈ ℤ 

Archi associati 
Basta semplicemente vedere gli altri quadranti come il primo ruotato in senso antiorario. 

sin (𝑥 +
𝜋

2
) = cos 𝑥 , sin (𝑥 −

𝜋

2
) = −cos 𝑥 

cos (𝑥 +
𝜋

2
) = −sin 𝑥 , cos (𝑥 −

𝜋

2
) = sin 𝑥 
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Formule goniometriche 

Formule di addizione e sottrazione 
Sono formule che si rivelano particolarmente utili quando si hanno degli angoli di cui 
non si sa ricavare direttamente il seno e il coseno. Si possono dividere gli angoli e 
calcolare i valori singolarmente per poi avere la somma. 
 
Nota: sono tutte ricavabili dalla prima. 

cos(𝛼 − 𝛽) = cos 𝛼 ⋅ cos 𝛽 + sin 𝛼 ⋅ sin 𝛽 

cos(𝛼 + 𝛽) = cos 𝛼 ⋅ cos 𝛽 − sin 𝛼 ⋅ sin 𝛽 

sin(𝛼 − 𝛽) = sin 𝛼 ⋅ cos 𝛽 − cos 𝛼 ⋅ sin 𝛽 

sin(𝛼 + 𝛽) = sin 𝛼 ⋅ cos 𝛽 + cos 𝛼 ⋅ sin 𝛽 
 
 
Dimostrazione 

Si considerano 𝐴, 𝐵 come due punti distinti sulla 

circonferenza trigonometrica. Si ottiene l’angolo 𝛼 − 𝛽 

e quindi il punto 𝑃. Dalla geometria euclidea si afferma 
che per corrispondenti angoli al centro vi sono 
corrispondenti corde. 
 

Si considerano le corde (𝑄 è sull’asse x): 

𝐴𝐵̅̅ ̅̅ = 𝑃𝑄̅̅ ̅̅  

√(cos 𝛼 − cos 𝛽)2 + (sin 𝛼 − sin 𝛽)2 = √(cos(𝛼 − 𝛽) − 1 )2 + (sin(𝛼 − 𝛽) − 0)2  
 
Si possono elevare entrambi i membri al quadrato, poi si svolgono i calcoli e si applica 

cos2 𝑥 + sin2 𝑥 = 1 per semplificare i termini: 

1 + 1 − 2 cos 𝛼 cos 𝛽 − 2 sin 𝛼 sin 𝛽 = 1 + 1 − 2 cos(𝛼 − 𝛽) 
Quindi si ricava la formula di sottrazione che si cercava. 
 
Dimostrazione 

cos(𝛼 + 𝛽) = cos(𝛼 − (−𝛽)) = cos 𝛼 ⋅ cos−𝛽 + sin 𝛼 ⋅ sin−𝛽 

Si ragiona sugli archi associati, cos 𝛽 = cos−𝛽 sin−𝛽 = −sin𝛽 
 

sin(𝛼 + 𝛽) = cos (
𝜋

2
− (𝛼 + 𝛽)) = cos (

𝜋

2
− 𝛼) ⋅ cos 𝛽 + sin (

𝜋

2
− 𝛼) ⋅ sin 𝛽 

Qui invece si nota che l’angolo complementare 
𝜋

2
− 𝑥 ha seno e coseno scambiati (è 

speculare rispeto alla bisettrice), sin 𝑥 = cos (
𝜋

2
− 𝑥) cos 𝑥 = sin (

𝜋

2
− 𝑥) 

Formule di duplicazione 
Si duplica un angolo all’interno della funzione goniometrica. 

sin 2𝑥 = 2 sin 𝑥 cos 𝑥 

cos 2𝑥 = 2 cos2 𝑥 − 1 = 1 − 2 sin2 𝑥 
 
Dimostrazione 
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sin(2𝑥) = sin(𝑥 + 𝑥) = sin 𝑥 ⋅ cos 𝑥 + cos 𝑥 ⋅ sin 𝑥 = 2 sin 𝑥 cos 𝑥 

cos(2𝑥) = cos 𝑥 ⋅ cos 𝑥 + sin 𝑥 ⋅ sin 𝑥 = cos2 𝑥 − sin2 𝑥 = 2 cos2 𝑥 − 1 
Formule di bisezione 

Si vogliono ricavare le formule di seno e coseno di 
𝑥

2
 

sin
𝑥

2
= ±√

1 − cos 𝑥

2
, cos

𝑥

2
= ±√

1 + cos 𝑥

2
 

 

Nota: positivo se e solo se 0 + 2𝑘𝜋 < 𝑥 < 𝜋 + 2𝑘𝜋, altrimenti negativo. 
 
Dimostrazione 

cos 𝑥 = cos (2 ⋅
𝑥

2
), da qui si applica la formula di duplicazione e si ottiene un seno al 

quadrato, si passa tutto al secondo termine e si applica la radice. 

Formule di Prostaferesi 
Importanti per provare la continuità delle funzioni seno e coseno, inoltre sono in grado 
di trasformare somme in prodotti. 
In pratica sono una applicazione delle formule di addizione e sottrazione. 

sin 𝛼 + sin 𝛽 = 2 sin
𝛼 + 𝛽

2
⋅ cos

𝛼 − 𝛽

2
 

sin 𝛼 − sin 𝛽 = 2 sin
𝛼 − 𝛽

2
⋅ cos

𝛼 + 𝛽

2
 

cos 𝛼 + cos 𝛽 = 2 cos
𝛼 + 𝛽

2
⋅ cos

𝛼 − 𝛽

2
 

cos 𝛼 − cos 𝛽 = −2 sin
𝛼 + 𝛽

2
⋅ sin

𝛼 − 𝛽

2
 

 
Dimostrazione 

1. sin 𝛼 = sin (
𝛼+𝛽

2
+
𝛼−𝛽

2
) = sin

𝛼+𝛽

2
⋅ cos

𝛼−𝛽

2
+ cos

𝛼+𝛽

2
⋅ sin

𝛼−𝛽

2
 

2. sin 𝛽 = sin (
𝛼+𝛽

2
−
𝛼−𝛽

2
) = sin

𝛼+𝛽

2
⋅ cos

𝛼−𝛽

2
− cos

𝛼+𝛽

2
⋅ sin

𝛼−𝛽

2
 

3. cos 𝛼 = cos (
𝛼+𝛽

2
+
𝛼−𝛽

2
) = sin

𝛼+𝛽

2
⋅ sin

𝛼−𝛽

2
− cos

𝛼+𝛽

2
⋅ cos

𝛼−𝛽

2
 

4. cos 𝛽 = cos (
𝛼+𝛽

2
−
𝛼−𝛽

2
) = sin

𝛼+𝛽

2
⋅ sin

𝛼−𝛽

2
+ cos

𝛼+𝛽

2
⋅ cos

𝛼−𝛽

2
 

 
A questo punto si possono eseguire le somme 1+2, 1-2, 3+4, 3-4. 
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Funzioni inverse 
 
Da notare quando si fanno operazioni inverse, dato che sono funzioni periodiche: 

 

Equazioni goniometriche elementari 
𝐬𝐢𝐧𝝋 = 𝒉 

L’equazione non ha soluzione unica, quindi ∃𝜗̅ ∈ [0,2𝜋] | sin 𝜗̅ = ℎ, allora: 

1. −1 ≤ ℎ ≤ 1 

2. sin(𝜋 − 𝜗̅) = ℎ , anche per l’angolo supplementare vale h 

3. sin(𝜗̅ + 2𝑘𝜋) = sin 𝜗̅ ⋅ cos 2𝑘𝜋 + cos 𝜗̅ + sin 2𝑘𝜋 = sin 𝜗̅ = ℎ → sin (𝜋 −
𝜗̅ + 2𝑘𝜋) 

Ci sono quindi infinite soluzioni al variare di 𝑘 ∈ ℤ. 
 
Osservazione 

{
sin 𝜗 = sin𝜑
cos 𝜗 = cos𝜑

, la prima risulta quindi 𝜗 = 𝜑 + 2𝑘𝜋 ∨ 𝜗 = 𝜋 − 𝜑 + 2𝑘𝜋 

Le soluzioni del sistema sono 𝜗 = 𝜑 + 2𝑘𝜋, 𝑘 ∈ ℤ, perché solo la prima soluzione 
trovata nella prima equazione è anche soluzione della seconda. 

𝐜𝐨𝐬𝝋 = 𝒉 

Come il primo caso, non ha soluzione unica, ∃𝜗̅ ∈
[0,2𝜋] | cos 𝜗̅ = ℎ, quindi: 

1. −1 ≤ ℎ ≤ 1 

2. cos(2𝜋 − 𝜗̅) = ℎ 

3. cos(𝜗̅ + 2𝑘𝜋) = cos 𝜗̅ ⋅ cos 2𝑘𝜋 − sin 𝜗̅ +

sin 2𝑘𝜋 = cos 𝜗̅ = ℎ → cos (2𝜋 − (𝜗̅ + 2𝑘𝜋)) 

𝐭𝐚𝐧𝝋 = 𝒉 

Stessa cosa, ∃𝜗̅ ∈ [−
𝜋

2
,
𝜋

2
] | tan 𝜗̅ = ℎ, quindi: 

1. ℎ ∈ ℝ 

x

y

A

B
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2. tan(𝛼 + 𝛽) =
sin(𝛼+𝛽)

cos(𝛼+𝛽)
=

sin𝛼⋅cos𝛽+cos𝛼⋅sin𝛽

cos𝛼⋅cos𝛽−sin𝛼⋅sin𝛽
=

tan𝛼+tan𝛽

1−tan𝛼+tan𝛽
 

3.  tan(𝜗̅ + 𝑘𝜋) =
tan 𝜗̅+tan𝑘𝜋

1−tan 𝜗̅⋅tan𝑘𝜋
= tan 𝜗̅ = ℎ 

Metodi risoluzione 

Si consideri la equazione sin 𝑥 + √3 cos 𝑥 − 1 = 0 (equazione lineare goniometrica), si 
può risolvere in tre diversi modi. 
Equazione parametrica 

sin 𝑥 =
2𝑡

1 + 𝑡2
, cos 𝑥 =

1 − 𝑡2

1 + 𝑡2
, 𝑡 = tan

𝑥

2
 

2𝑡

1 + 𝑡2
+
√3(1 − 𝑡2)

1 + 𝑡2
= 0 ⇒ (−√3 − 1)𝑡2 + 2𝑡 + √3 − 1 = 0 

𝛥

4
= 1 − √3 − 1(√3 − 1) = 3 

𝑡1,2 =
−1 ± √3

−√3 − 1
= [1, √3 − 2] 

tan
𝑥

2
= 1 ∨ tan

𝑥

2
= √3 − 2 

𝑥 =
𝜋

2
+ 2𝑘𝜋 ∨ 𝑥 = −

𝜋

6
+ 2𝑘𝜋 

Grafico 
sin 𝑥 = 𝑌, cos 𝑥 = 𝑋 

{
𝑦 + √3𝑥 − 1 = 0, 𝑒𝑞𝑢𝑎𝑧𝑖𝑜𝑛𝑒 𝑟𝑒𝑡𝑡𝑎

𝑥2 + 𝑦2 = 1, 𝑒𝑞𝑢𝑎𝑧𝑖𝑜𝑛𝑒 𝑐𝑖𝑟𝑐. 𝑡𝑟𝑖𝑔.
 

 
Lo si vede come la intersezione di una retta con la circonferenza trigonometrica, e i punti 
coincidono con le soluzioni. 

𝑥 = 0 ∨ 𝑥 =
√3

2
⇒ cos 𝑥 = 0 ∨ cos 𝑥 =

√3

2
⇒ 𝑥 =

𝜋

2
+ 2𝑘𝜋 ∨ 𝑥 = −

𝜋

6
+ 2𝑘𝜋 

Angolo aggiunto 

𝑎 ⋅ sin 𝑥 + 𝑏 ⋅ cos 𝑥 lo si vuole trasformare 𝐴 ⋅ sin(𝑥 + 𝜑) , 𝐴 = √𝑎2 + 𝑏2, tan𝜑 =
𝑏

𝑎
 

𝐴 = √1 + 3 = 2, tan𝜑 = √3, 𝜑 =
𝜋

3
 (𝑛𝑜 + 2𝑘𝜋) 

⇒ 2 ⋅ sin (𝑥 +
𝜋

3
) − 1 = 0 (lo si applica alla formula) 

sin (𝑥 +
𝜋

3
) =

1

2
⇒ 𝑥 +

𝜋

3
= 𝜋 ±

𝜋

6
+ 2𝑘𝜋 (elimina la funz. seno euguagliandone due) 

𝑥 =
𝜋

2
+ 2𝑘𝜋 ∨ 𝑥 = −

𝜋

6
+ 2𝑘𝜋 

Equazioni definite in un intervallo 
In questo caso bisogna calcolare ogni singola possibilità e smettere in una direzione 

quando iniziano a diventare non accettabili. Per esempio, dato 2𝑘𝜋 si calcola il valore 

della equazione per 𝑘 = 0, 𝑘 = 1 e così via finchè la soluzione non risulta fuori 

dall’intervallo, poi si procede nell’altra direzione, 𝑘 = −1, 𝑘 = −2… 
Eliminare funzioni da equazione 
Per risolvere le equazioni goniometriche, spesso è utile eliminare le funzioni all’interno, 
come seno o coseno. Per fare ciò bisogna avere la stessa funzione prima e dopo il segno 



 

2014 Mc128k 

di uguale, in modo da poter ricavare l’intersezione tra due funzioni, si semplificano 

aggiungendo opportunamente la periodicità (per esempio 2𝑘𝜋). 
Quando le funzioni non sono uguali si applicano gli archi associati o altre regole per 
trasformarle. 

Equazioni omogenee 

𝑎 ⋅ sin2 𝑥 + 𝑏 ⋅ sin 𝑥 ⋅ cos 𝑥 + 𝑐 ⋅ cos 𝑥 = 0, 𝑎, 𝑏, 𝑐 ≠ 0 
È una equazione omogenea di secondo grado e contiene seno e coseno della stessa 

variabile con lo stesso esponente. Per risolverla si divide tutto per cos2 𝑥 (vedi esempio). 
 
Esempio 

sin2 𝑥 − 2 sin 𝑥 cos 𝑥 + cos2 𝑥 = 0 
 

Si divide quindi tutto per cos2 𝑥: 

sin2 𝑥

cos2 𝑥
−
2 sin 𝑥 cos 𝑥

cos2 𝑥
+
cos2 𝑥

cos2 𝑥
= 0 

 

Si pone come condizione che cos 𝑥 ≠ 0, quindi si risolve: 

tan2 𝑥 − 2 tan 𝑥 + 1 = 0 ⇒ tan 𝑥 = 1 ± √1 − 1 = 1⇒ 𝑥 =
𝜋

4
+ 𝑘𝜋 
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Coordinate polari 
È un altro modo di indicare un punto nel piano. 
 

Preso un punto 𝑃 ∈ ℝ2 ∖ {0,0}, se conosciamo 𝜌 = 𝑂𝑃̅̅ ̅̅  e 

conosciamo 𝜗 che è l’angolo orientato misurato in senso 

antiorario formato dal segmento 𝑂𝑃̅̅ ̅̅  con il semiasse positivo 
dell’ascissa, allora: 

{
𝑥 = 𝜌 ⋅ cos 𝜗
𝑦 = 𝜌 ⋅ sin 𝜗

 

Ricavare da coordinate cartesiane 
Per trovare la distanza, il calcolo è immediato (teorema di Pitagora): 

𝜌 = √𝑥2 − 𝑦2 
 

Più delicata invece la questione per trovare l’angolo 𝜗: 
sin 𝜗

cos 𝜗
=
𝑦

𝑥
⇒ tan𝜗 → 𝑓 𝑖𝑛𝑣𝑒𝑟𝑠𝑎 → arctan

𝑦

𝑥
 

 
Ma bisogna considerare singolarmente ogni caso: 

{
 
 
 

 
 
 arctan

𝑦

𝑥
, 𝑥 > 0

arctan
𝑦

𝑥
+ 𝜋, 𝑥 < 0

𝜋

2
, 𝑥 = 0 ∧ 𝑦 > 0

3

2
𝜋, 𝑥 = 0 ∧ 𝑦 < 0

 

 

Gli ultimi due casi sono perché altrimenti 
𝑦

𝑥
 perderebbe di significato. 

 
 


