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@ Il problema del filtraggio
e Stima a minimi quadrati

a Filtraggio ottimo
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Problema del filtraggio (1/2)

Ad un segnale v(t) e sovrapposto un rumore stazionario N(t), e di conseguenza
possiamo osservare solo la somma dei due:

X(t) = v(t) + N(t)

PROBLEMA: conoscendo il processo X(t) per ogni t da —co a 40, come
possiamo stimare il segnale v(t)?

Si osservi che il rumore N(t), essendo un processo stocastico, non € noto: di

conseguenza, il segnale non puo essere calcolato semplicemente facendo la
differenza v(t) = X(t) — N(t).
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Problema del filtraggio (2/2)

Noto X(t) = v(t)+ N(t), cerchiamo una stima ¥(t) del segnale v(t), ottenuta
attraverso una trasformazione lineare G applicata ai dati X(t):

v(t) = g(X(1))

Stimando v(t) con ¥(t), commettiamo I'errore:

v(t) = v(t)

che deve essere minimizzato.
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Stima a minimi quadrati (1/4)

La minimizzazione dell’errore:

v(t) - ¥(t)
non € un’operazione banale quando si considerano i processi stocastici.
In generale, non & possibile limitare I'errore, cioé avere sempre;

lv(t)-0(t)| < a

con a costante fissata.

Infatti, un rumore termico N(t) ha una densita di ampiezza gaussiana e pertanto
puod assumere valori maggiori di qualsiasi costante prefissata: questo non
permette di limitare I'errore v(t) — V(t).
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Stima a minimi quadrati (2/4)

Potremmo voler minimizzare la probabilita che I'errore ecceda il limite prefissato a:

Pr{|v(t) - ¥(t)| > a

ma in questo modo si incorre in problemi di calcolo.

Il criterio migliore consiste nel minimizzare I'errore quadratico medio (stima nel
senso dei minimi quadrati):

e =E((v(1)-%(1)?)

perché il quadrato dell'errore (v(t)—¥(t))? & la potenza istantanea normalizzata
dell'errore.
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Stima a minimi quadrati (3/4)

La minimizzazione dell’errore quadratico medio:

e =E((v(1)-%(1)?)

e possibile se esiste una trasformazione lineare G tale che la differenza:

v(t) -G (X(1))

e ortogonale a X(t), per Vt.
In questo caso, la stima migliore é:

v(t) =gG(X(1))

Ricordiamo che due v.a. X e Y sono ortogonali quando E(XY*) = E(X*Y) =0.
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Stima a minimi quadrati (4/4)

Se
E((v(t)-G(X(1))) X(t)) =0 per ¥t,

allora la stima ¥(t) = G(X(t)) & la migliore nel senso dei minimi quadrati, ed &
affetta dall’errore minimo:

emin = E ((v(t) -G(X(1))) v(1))
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Filtraggio (1/6)

Applichiamo i concetti precedenti a questo problema: noto X(t) in un numero
finito di istanti di tempo {t;,t,,...,ty}, stimare X(t) all'istante t = t,.

Poiché cerchiamo un operatore lineare, la soluzione consiste nel trovare la media
pesata:
a1X(t1) + 32X(t2) +...+ aNX(tN)

in cui i pesi ai, ay,...,ay sono le incognite, e devono essere tali che I'errore:
X(to) — (81X(t1) + a2X(t2) +...+ aNX(tN))

sia ortogonale rispetto ai dati.
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Filtraggio (2/6)

Lerrore deve essere ortogonale rispetto ai dati, cioé:
E((X(to) —(aaX(t1) +axX(t2) +...+anX(tn)))" X(t)) =0
peri=1,2...,N. Svolgendo i calcoli, otteniamo:

E(X(to)"X(t)) = arE (X(t)"X(8)) + a2 E (X ()" X(t)) +
Fo . anE (X () X(8))

che puo essere scritta come:
Roi = a1R1i+ &Rz + ... + anRni

Dal sistema delle N equazioni (una per ogni i =1,2...,N), siricavano le N
incognite aj, ap,...,an.

Valentino Liberali (UniMI) Teoria dei Segnali — Filtraggio — 24 gennaio 2011 10/14




Filtraggio (3/6)

Generalizziamo il problema ad un numero infinito di istanti di tempo: noto
X(t) = v(t)+ N(t) per ¥t € (a,b), stimare v(t) in un istante particolare t = tp.

Anche in questo caso, la stima migliore € una combinazione lineare dei valori noti;
poiché abbiamo infiniti istanti di tempo nell'intervallo (a, b), la sommatoria deve
essere sostituita da un integrale:

0(to) = fb h(0)X(t)dt

dove al posto del peso discreto a; abbiamo il peso continuo h(t)dt.
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Filtraggio (4/6)

La condizione di ortogonalita si scrive come:

E((v(to)— fa i h(a)X(a)da)X(t)) ~0

Poiché
Rux(to—t) = E(v(to)X(t))
Rxx (o= 1) = E(X () X(1))
il risultato finale e: )
Rux(to—t) = fa Rucx (1 — t)h(a)dar

per Vte(a,b).
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Filtraggio (5/6)

Nel caso in cui I'intervallo temporale vada da —oo a +c0, ponendo

T=10f—t
si ottiene:
-+ 00
Rux(7) :f Rxx(t—a)h(a)da
—00
per V.
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Filtraggio (6/6)

La soluzione h(t) del’'equazione integrale si ricava immediatamente nel dominio
delle trasformate di Fourier.
Dall’equazione in f:
Sux(f) = Sxx(f)- H(f)
si ottiene la soluzione: S (f
H( = 20
Sxx(f)

che rappresenta il filtro ottimo nel senso dei minimi quadrati.
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